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1 Vektoranalizis

1.1. Ismétlés

Definici6 1.1.1 : Vektortér

Legyen Vnemiires halmaz, és o, + két mtivelet, T test. A (V; +,0)aT test feletti vektortér,
ha teljestilnek az alabbiak:

1. (V;+) Abel-csoport,

2. VLUET AVXEV : (Aou)ox = Ao (uox),

3. haea T-beli egységelem, akkorVx € V : eox = x,

4. teljesiil a disztributivitas:
e VLUET AVXEV : do(x+y)=Aox+AoYy,
s VLUuET AVXEV : (A+u)ox=Aox+puox.

Definicié 1.1.2 : Linearis leképezés

Legyenek V] és V5 ugyanazon T test feletti vektorterek. Legyen ¢ : V| — V5 leképezés,
melyet linedris leképezésnek neveziink, ha tetszéleges két 1{-beli vektor (Va; b € 1{) és
T-beli skalar (A1 € T) esetén teljesiilnek az alabbiak:

» p(a+ b) = p(a) + p(b) ~ additiv (0sszegre tagonként hat),

» p(1a) = Ap(a) ~ homogén (skalar kiemelhet6).

Definicié 1.1.3 : Homomorfizmus és endomorfizmus

Hom(¥{;5) :={¢ : | — V| ¢ linearis } End(V) := Hom(V;V)

Linearis leképezések matrixreprezentacidja

Legyen V] és 5 ugyanazon test feletti vektorterek, dim(V{) = n és dim(15) = k. Ekkor a
@ : Y — V; leképezést reprezentdlé matrix n X k dimenzios.

(Hom(W; V5); +; A) és (M +; A) vektorterek izomorfok egymassal.

Definicio 1.1.4 : Skalaris szorzat

Legyen Vegy R feletti vektortér, és (; ) : V XV — R fiiggvény, melyet skaldris szorzat-
nak neveziink, ha teljesiilnek az aldbbiak:

1. (x;y) = (y;x) minden x;y € Vesetén, (szimmetrikus)
2. (Ax;y) = A{x;y)minden x;y € Vés 1 € R esetén, (homogén)
3. (x; + x5, ¥) = (x1;¥) + (x,; y) minden x;; x,; y € Vesetén, (additiv)
4. (x;x) > 0, egyenlGség akkor és csak akkor, ha x = 0. (nemnegativ)

A skaldris szorzas szimm. billinedris forma, amely az Euklideszi térben értelmezve van.




1.2 Alapfogalmak

1.2. Alapfogalmak

Definicié 1.2.1 : Konvektor

Legyen V egy R feletti vektortér. V* := Hom(V;R) elemeit (@ : V — R) linearis
funkciondloknak, lineéris formaknak, vagy 1-formaknak nevezziik. Mivel a linearis
leképezés, ezért

a(av + bw) = aa(v) + b a(w) teljestil.

Definicio 1.2.2 : Dualis tér

Legyen a; 8 € V*, v € V, a € R. A fenti mddon teljesiilnek az alabbiak:

« (a+pB)(v) 1= a(v) + B(v),
e (ax)(v) :=aa(v).
Ekkor V* vektortérré tehetd, V vektortér dualis terének nevezziik.

Bazis jelolése

o {é1;€,;...;€,} - ortonormalt / standard bazis

o {by;b,;... b,} - tetsz6leges bazis

Einstein-féle konvencié

13(r';r% ... 5 ™), melyre teljesiil, hogy
n
v=r'b, +r*by + - +1"b, = Z rib; = rib;
j=1

Vezessiik be a kovetkez6 1-format: o' : V — R, Yv € V : wi(v) = r! Ekkor v felirhato
az alabbi alakban:
v = wl(v) b; + w2(V) by + --- + W™ (V) b,
W I o

A fent definialt @' : V — R 1-formak (i € 1; 2; ...; n) bazist alkotnak V*-ban.

Bizonyitas (Egzisztencia):
Legyen @ : V — R 1-forma:

a(w'(v) by + -+ + @"(v) b,) = @ (V) a(b;) + -+ + w" (V) a(b,,)
[ a(v) = f wl(v) a(b;)
j=1

n
a=a(b;) o'+ +a(b,) " =) rewl
r n Jj=1

r, nem specidlis, tetsz6leges 1-forma felirhato igy.
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1 Vektoranalizis

I—1

Bizonyitas (Unicitas):

Tegyiik fel, hogy:
a=nw' +rHw? + ... + K",

a=s 0 +5,0°+ ... +s,0"
|] Vonjuk ki egymasbol a 2 egyenletet:
O = — st + (1 — 5)w? + -+ + (1, — 5,)w"
Ekkor O egy 1-forma, melynek barmely vektort a nullvektorba visz, azaz
O: V>R O)=0 YveV & n=s; Vire.

Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat nem igaz a feltevés.

Kovarians és kontravarians koordinatak

Vlbl 13} V1b1
b,

b, r’b, b, nb,

Kovarians koordinatak Kontravarians koordinatak

v = r'b; + r’b,, ahol (r}; r?) a v vektor kontravarians koordinatdi a {b;; b,} bazisban.
1 és r, pedig v kovarians koordinatai, melyek a kdvetkezéképpen szamithatéak:
Lo by b (wby)
Yo bl Bl (b
N—_———

Ty

Kovaridns és kontravaridns koordinatak ortonormalt {é;; é,; ... ; €, } bizisban megegyez-
nek.

Bizonyitas:




1.3 Linedris leképezések

1.3. Linearis leképezések

Definicié 1.3.1 : Linearis leképezés adjungaltja

Legyen (V; (; )) Euklideszi tér, ¢ : V — Vlinedaris leképezés. A ¢* : V — Vlinearis
leképezést a ¢ leképezés adjungdltjdinak hivjuk, ha Vv; v, € V-re:

(p(v1);03) = (L P* (V)

(¢*)" = ¢ - Idempotencia

((@")" (V)3 03) = (Vg; P*(12) = (P(V)); V).

@* matrix reprezentacidja

Reprezentélja p-t A, ¢*-ot pedig A*:

Bizonyitas:

(p(v); w) = (v; p*(W))
Av-w=v- -A*w

* *
i1 Q| Ur] (Wi _ [P1]. |91 Qi |W1
- * *
Az Qxp||L2 w; %) a1 Qxn]|W
— [ * * * *
[@nforw; + [zl + [y, + (@ vaw; = [ah [w1o) + @l a0, + (a5 wiv, + [ wyv,

Megéllapthatjuk, hogy A* = AT.

E] Szimmetrikus leképezés adjungéltja 6nmaga.

Leképezés felbontasa

Legyen ¢ € End(V), ekkor !9 olyan A és 8 antiszimmetrikus és szimmetrikus leképezés,
ahol ¢ = A+ 8, melyek az endomorfizmusok vektorterét 2 diszjunkt halmazra bontjak:

_P- _pte
A= > és § = >
!] Bizonyitas (Unicitas):
Tegyiik fel hogy ¢ el6all A; + 8 és A, + 8, Osszegeként is. Vonjuk ki egymadsbol a két
egyenletet, majd vegyiik mindkét oldal adjungaltjat!

1

O:?’_f/’:(ﬂl—ﬂz)+(31—52)=ﬁ+§
*=0=A +8 =-A+3S

Az el6z6 két egyenletbdl kovetkezik, hogy © = A = 8. Feltevésiink hamisnak bizonyult.
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Regularis matrix felbontasa

Egy M € M,,,, métrix felbonthat6 szimmetrikus és ferdeszimmetrikus (antiszimmet-
rikus) részekre:

M T _ T
s=M+M o AMM
2 2
Ha matrixunk 3 X 3-as:
a d e 0 x y
M=S+A=|d b fl|+|—x 0 =z
e f c -y —z 0
szimmetrikus ferdeszimmetrikus
Altalanos esetben:
dimA:@’ dims:@

Az antiszimmetrikus leképezések és a V-beli vektorok kozott tudunk egy-egyértelmi
hozzarendelést talalni:
AeA & vevV

Keressiink egy olyan v vektort, melyre teljesiil az alabbi egyenlet:
Aw=vXxw

0 iz Q3| |W Uy
—a12 O a23 w2 = U2 X w2

—a;3 —a; 0 [|ws]

[Foafoa+ansiws]  [[vaes[0siw ~a;3

[—anafwi|+ags ws | = [[Us]wi[—01 w3 => v=| ap

[Fouwi[=0aswa ] 1[orw]~0a]wn ~0

Definicié 1.3.2 : Vektorinvarians

Egy antiszimmetrikus linearis transzformacié mindig leirhaté egy rogzitett vektorral
valé keresztszorzassal. Ez a vektor a leképezés vektorinvariansa.

Csak ortonormalt, Descartes-féle bazisban szamithato az el6bbi médszerrel egy leképe-
zés vektorinvariansa.

Definici6é 1.3.3 : Linearis transzformacié nyoma

Egy linedris transzformacio f6atléjaban 1évé elemek Osszege minden koordinatarend-
szerben ugyanannyi, tehdt a koordinata-transzforméci6é nem befolyéasolja. Ezt nevezziik
a linearis leképezés nyomdanak. (trace / spur)




1.4 Differencidloperdtorok

1.4. Differencialoperatorok

Legyen f : V — Vfiiggvény (dim V = n), melynek vegyiik a derivaltjat:

Fi (s X555 x)
(e x5 0005 xp)

>

JGesxgssxy) =
S (15 %25 05 %)

0fi &fi .. Bufi gradifl
D f — aI:fZ a2:f2 aan — grac} f2 = Man
alfn a2fn 6nfn gradT fn

Definidljuk az alabbi fogalmakat:
» rot f :=Df —Df* - rotacid,
o div f :=tr (Df) - divergencia.
V = R3 esetén:
0 hh—-0f 0h-— a1f3]

rot f = [alfz —0fi 0 032 =015
0fs—0h -0k 0

A matrix vektorinvariansa:

Gh—-6h| [a] [4
L= 53fl—51f3 = 52 X fz :fo.
ah-9%h1 L] LA

V - Nabla operator (formalis differencidloperator) — nem vektor, de aként viselkedik.

Gradiens, divergencia és rotacié szamitasa

gradp = Vo
divvo = (V;v)
rotv=V Xv

Differencialoperatorok kompbinalasa

Nem értelmezhetd:
gradgrad, gradrot, divdiv, rotdiv.

Laplace-operéator:
divgradp = V3¢ = Ap

Tetsz6leges v vektormezd és ¢ skalarmezé esetén:
divrotv =0,
rotgrad ¢ = 0.
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Definicié 1.4.1 : Skalarpotencialossag

Egyv : V — Vvektormez6 skalarpotencialos, ha létezik olyan ¢ : V' — R skaldrmezé,
hogy v = grad ¢.

Definici6é 1.4.2 : Vektorpotencialossag

Egyv : V — Vvektormez6 vektorpotencidlos, ha létezik olyan u : V' — Vvektormezé,
hogy v = rotu.

Tétel 1.4.1

Legyen v : V — Vmindenhol értelmezett, legalabb egyszer differencidlhat6 vektorme-
z6. Ekkor:

v skalarpotencidlos < rotv = 0, hiszen rotgrad ¢ = 0,
« v vektorpotencidlos < divv = 0, hiszen divrotu = 0.

Bizonyitas (= konnyii, < nehéz):
Ha v skalarpotencidlos = 3¢ : V — R, hogy v = grad ¢, ekkor rotv = rotgradp = 0
Ha v vektorpotencidlos = Ju : V — V, hogy v = rotu, ekkor divv = divrotu = 0

I$; ¥ : R3 — Rskaldrmezdk, u; v; w : R3 — R3 vektormezdk, 4; 4 € R pedig skalarok.
« Teljesiil a linearitas:
grad(A® + uW) = 1 grad® + u gradv
rot(lv + pw) = A rotv  + u rotw
divilv + pw) =Adive +u divw

o ZErussag:
rotgrad® =0
divrotv =0

« Derivalasi szabalyokhoz hasonlo:
grad (V) = ¢ grad¥ + ¥ grad
div(®v) = @ divv + (v; grad &)
rot(®v) = @ rotv — v X grad @

« Egyéb szabdlyok:
rotrotv = graddivv — Av
rot(u X v) = u divvo — v divu + (Du)v — (Dv)u
div(u X v) = (v;rotu) — (u;rotv)
grad ((u; v)) = (Du)v + (Dv)u + v X rotu + u X rotv




1.4 Differencidloperdtorok

3-dimenziés Levi—Civita-szimbolum

+1 ha(i; j; k) az (1; 2; 3) paros permutéci6ja
&jk =4—1 ha(i;j;k) az (1;2; 3) paratlan permutécidja .
0 hai=j,vagyj=k,vagyk =i
Vektoridlis szorzat esetében
€123X2)3 + 5132x3y2] [x2y3 - X3y2]

303
(v)i = (x X J’)i = Z Z EijkXj Yk = [5231x3y1 +&213X1)3 X3)1 — X1)3
J=1k=1 €312X1)2 + €321%201 X1Y2 — X1

Minden koordinatdban hat tag szerepelne, viszont:
1. €323 = €330 = €323 = €33, = 0,
2. g3 =¢€31 =811 =811 =0,
3. €112 = €121 = €211 = €221 = 0.

A nemzérus tagok pedig:

1. 5123 - +1, 5132 - —1,
2. €31 = +1, €13 = -1,
3. 5312 - +1, 5321 = —1.

Linearitasos azonossagok bizonyitasa

1. grad(A® + u¥) = Agrad  + pgrad ¥

(grad(A® + u¥)). = (AP + u¥) = A9, + ¥ = (Agrad & + pgrad ¥)..

2. rot(Av + uw) = Arotv + purotw

(rot(Av +uw))i = k0 (Avy + uwy) = Ay Bvk + 3 jdjwy. = (Arot v +prot w)i.

3. div(iv + pw) = Adivo + udivw

(div(Av + /zw))i = §;(Av; + pwy) = A9;v; + pdw; = (Adivo + pdivw)

i

Zérussagos azonossagok bizonyitasa

1. rotgrad® =0
(rot grad @)l = Eijkajak@ = —Eijkakaj@ =0,

mert 9;0) szimmetrikus, ¢; . pedig antiszimmetrikus j,k indexekre.

2. divrotv =0
(le rot v)i = aiEijkajUk = Eijkaiajl)k = —sijkajaivk =0,

mert 9;0; szimmetrikus, ¢; . pedig antiszimmetrikus i, j indexekre.
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Derivalasi szabalyokhoz hasonlé azonossagok bizonyitasa

1. grad(®V) = P grad¥ + ¥ grad

grad(PV)). = 0;(PV) = PoO,W + ¥ 0; = (P grad ¥ + ¥ grad P)..
1 g 1

2. div(Pv) = ¢ divo + (v; grad @)

(div(Pv)). = 8;(Pv;) = P G;v; + (v; 6; grad &) = (P div v + (v; grad @))i.

i

3. rot(dv) = Protv — v X grad

(rot(@v))i = £;jk0(Dvy)
= Eijk(dj (?]'Uk + Uk GJ@)
= <15£ijk6jvk P Eiijk 6]¢
= D &;j0vy — €jkV; P = (Protv — v X grad @)i.

Egyéb szabalyok bizonyitasa

10



1.5 Vonalmenti integrdl

1.5. Vonalmenti integral

Definici6é 1.5.1 : Regularis gorbe

Legyen C R nem feltétleniil korlatos intervallum. Ekkorazy : I — € C R? immerziot
reguléris gérbének nevezziik.

Definici6 1.5.2 : Palyasebesség, Ivhossz

Av:ICR - R, t - |y(t) figgvényt palyasebességnek hivjuk.
A palyasebesség I feletti integraljat a gorbe ivhosszanak nevezziik:

L) = / 7o) de = f ds.
I I

Szamitsuk ki a y(t) = (tcost)i + (tsint) j, t € [0;1] gorbe ivhosszat!

1 1 1
L=/ ||}'f(t)||dt=f \/(cost—tsint)2+(sint+tcost)2dt=/ V1+¢2de
0 0

0
1 1 uz
1 h2
=f coshu\/1+sinh2udu:f Coshzudu:f Wdu
0 0 up

N sinh 21,1]“2 _ [arsinht N w2 +1
u

1
__arsinh1 + \/5
B 2

u
=|= ~ 1,1478
2

4 2 2

0

Definicié 1.5.3 : lIranyitott gorbe

Egy 7 : [a;b] — R3 gorbe irdnyitott, ha adott egy rendezés (<) a paraméterértékeken.
Ekkor t; < t, esetén y(t;) a gorbe korabbi pontja, y(t,)-hoz képest. Ha y(a) = y(b),
akkor a gorbe zart.

Irdnyitottsag szemléltetése

Pozitiv iranyitottsagia gorbe Negativ iranyitottsagua gorbe

11



1 Vektoranalizis

Ha létezik a Z ll7(t;) — y(t;_1)| Osszeg supremuma, akkor a gorbe rektifikalhato.
i

7(t)
y(ti-1)

Definicié 1.5.4 : Vonalmenti integral

Haa Y (0(y(§)); r(t) — 7(ti-)

Osszegnek létezika a hatdrértéke a gorbe beosztasi-
nak minden hataron tali finomitasara nézve, akkor azt
v(r(§) monjuk, hogy av : R®> — R3 vektormez6 integrdlhatd
y({t)  az y : I C R — R3 gorbe mentén, és ezt a v vektor y
gorbe menti vonalintegraljanak nevezziik. Jelolése:

r(ti—1) / k)
e

Belathatd, hogy a gorbe menti integral 1étezéséhez elegendd, hogy a vektormez6 csak a
gorbe mentén van értelmezve, és ott szakaszonként folytonos.

Tétel 1.5.1

Ha y egy gorbe, melynek paraméteres egyenlete: ¥ : I C R — R3, t = y(t), akkor a
v : R3 > R3 vektormezd y gorbén vett (skalarértékd) integralja:

[ @i = [woromponar
e i
Legyeny : [0;1] = R3,t — (t;£%;3) gorbe, v : R3 = R3, (x,y,2) =» (X +y;y+2; 2+ X)

vektormez6. Szadmoljuk ki a gorbe menti integralt!

1 t+ t2 1 1
f(v;dr):f 23] 2t dt:f(t+t2)+2(t2+t3)+3(t3+t)dt
e 0 B4+t] [362 0

A
o 2

1
_ Ao mBae = || 2
_f0(6t+6t+5t)dt 6[2+3+4

12



1.5 Vonalmenti integrdl

Ha a gorbe irdnyitasat megvaltoztatjuk, akkor az integral értéke (—1)-szeresére valtozik.

Tétel 1.5.2 : Gradiens-tétel

Legyen ¢ : U C R® — R differencialhato skalarmez6, y : [a;b] — € C U, t — y(t)
folytonos gorbe, y(a) = p, y(b) = q pedig a gorbe kezd¢ és végpontja. Ekkor:

f (grad ¢(r); dr) = p(q) — ¢(p).
e

Vagyis, ha egy vektormezd valamely skalarmezé gradiense, akkor annak barmely foly-
tonos gorbe mentén vett integralja csak a kezd6- és végpontoktol fiigg.

Bizonyitas:

b b
[ (eraaotmian = [ radatroniora= [ LI a g6 - girta
¢ a a

Tétel 1.5.3 : Gradiens-tétel megforditasa

Ha v egy olyan folytonosvektormezd, hogy a vonalmenti integral csak a kezd6- és vég-
ponttol fiigg, akkor 3¢, skalarmez6, hogy grad ¢ = v.

Korintegral jeldlése

Ha y zart gorbe, akkor a v vektormez6 egy y gorbe mentén vett korintegréalja a kovetke-
z6képpen jelolhetd:
56 (v;dr).
e

Ha a gorbe menti integral értéke fliggetlen az uttol, akkor az integral barmely zart gorbe
mentén zérus.

Bizonyitas:

Legyen y; és 7, két gorbe, melyek kezd6- és végpontjaik megegyeznek. Ekkor:
!

[] (v;dr)) = [ (v;dry).

(&1 (5

Képezziik a y = y; U (—y,) zart gorbét. Ekkor:

f(v; dr) = (v;dr;) — f (v;dr,) = 0.
e (1 e

2

13



1 Vektoranalizis

Definicié 1.5.5 : Skalarmez6 gorbe menti, ivhossz szerinti integralja

p:RESR y:I-¢€

Finomitsuk a végtelenségig a

29 i &) A

P& i3 &)

y(t;)
Osszeget. gy a kovetkez6 integralt kapjuk:

fgods.
e

Legyeny : [0;1] —» € C R3¢t — (5;t%t%). Adjuk mega ¢p(r) = \/1+4x2 + 16yz
skaldrmez6 y gorbe menti integraljat!

y(tiz1)

1 1
fgo(r) ds = f e(y@®) 7@ dt = / V1+42 + 16t64/12 + (21)2 + (43)2 dt
y 0

0

4 16 .1t 4 16 97
§t3+—t7 =1l+-+==

1
= 1+ 41>+ 16t°dt = [t = —
/0 AL o + 7 1 3 7 21

Definici6é 1.5.6 : Skalarmez6 vektorértékii vonalintegralja

S o(r)dx
f o(r)dr = | f o(r) dy
S or)dz

Definici6é 1.5.7 : Vektormez6 vektorértékii vonalintegralja

v:R S R3 }'I—>€ gie[ti—l;ti]
Finomitsuk a végtelenségig a

v(y(£) D v(r(&) X Ay;
(%) i

(tl )
y =]

fv(r) X dr = fv(y(t)) X y(t)dt
e e

14



1.6 Feliiletmenti integrdl

1.6. Feliiletmenti integral

Definicié 1.6.1 : Regularis feliilet

Legyen 8§ C R3. Azt mondjuk, hogy az ¢ reguldris feliilet, ha Vp € S ponthoz megadha-
t6 olyan p-t tartalmaz6 V C R3 nyilt halmaz és ¢ : U C R? — 8 N V leképezés, melyre
teljesiilnek az alabbiak:

« ¢ differencidlhaté6 homeomorfizmus,
» ¢ immerzi6 (derivalt leképezése injektiv).

Ha ezek teljesiilnek, akkor ¢-t parametracionak, V' N§-t koordin4takornyezetnek nevez-
ziik.

Definicio 1.6.2 : Elemi felulet

Ag : UCR?— 8 C R3elemi feliilet, ha ¢ legaldbb egyszer differencialhat6 és injektiv.

d( [a; b] X [a; b] ) a paramétertartomany pereme.
A feliilet iranyithato, ha megadhat6 rajta egy differencidlhat6 egységvektormezé.

1

0.5
= Perempont
0 Belsé pont
1 o L
0.5
0 0
-0.5
Iranyitas szemléltetése Elemi feliilet

Definicié 1.6.3 : Skalarmezé skalarértékii felilletmenti integralja

Legyen ¢ : R® — R skalarmezé, ¢ : U C R? —» 8§ C R3. Ekkor finomitsuk minden

hatdron tal a
> o Esnié) AS;
i

./S o(r)ds.

d o)
/] p(e(s; 1)) H a—i X a—i H dsdt — haa feliilet paraméterezve van,
U

osszeget:

Szamitasa:

/] o(x; y; D(x; y))\/ 1+ (8,P)° + (ay¢)2 dxdy — haz = &(x;y)alakban van.
U
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1 Vektoranalizis

Integraljuk a ¢(r) = x* + y? skalarmez6t az egységgdémb z > 0 részén!

Az egységgomb paraméterezése:

sinscost
€ [0; /2], t € [0;27], n= ”— X —” =sins.

o(s;t) = | sinssint |,
cos s
A skalarmezd dtparaméterezése:

p(e(s;t)) = sin® scos? t + sin? ssin? t = sin®s.

Az integral kiszdmitasa:

/2 p27 /2
[godS:f f sinzssinsdtds=27rf (1 — cos?s)sin sds
S 0 0 0
1 1

w3
=27Tf (l—uz)du=27r[u——] _ 4
. 3 o 3

Definicié 1.6.4 : Skalarmez6 vektorértékii feliilletmenti integralja

Feliilet implicit megadésa esetén (z = &(x;y)):

f (r)ds = f[ Py B(x; )

+0,P
+6 45 dxdy

Definicié 1.6.5 : Vektormezo skalarértékii felilletmenti integralja

V:R?SR? ¢:UCR?’->SCR?

Finomitsuk minden hataron tul a Ei (v;; m;) Osszeget:

fs<v(r);ds>=f/U< ; Z—ixg—f“>

ahol dS = ndsS.

Definicié 1.6.6 : Vektormezo vektorértékii feliiletmenti integralja

fv(r)de f[v(g(s £) X —x—)d dt
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1.7 Integrdlatalakito tételek

1.7. Integralatalakito tételek

Tétel 1.7.1 : Stokes-tétel

Legyen ¢ : U C R? —» 8§ C R3 iranyitott, parametrizalt, elemi feliilet. Legyen tovibba
v : R3 — R3 legalabb egyszer folytonosan differencidlhaté vektormezé. Jeldlje az
y : I CR — 08 = C a ¢ peremét indukalt, jobbézszabdly szerinti irdnyitassal. Ekkor:

/](rot v; dS) :Sﬁ (v;dr).
38

8

Ha v skalarpotencidlos, akkor az integral értéke zérus, hiszen rotv = rotgrad ¢ = 0.

Definicié 1.7.1 : Elemi tértartomany

Q : D c R?® - V C R? elemi tértartomany, ha legalabb egyszer folytonosan differenci-
alhat6 leképezés. Ekkor

det (DQ(r;s;t)) = H%H +0.

Definicié 1.7.2 : Térfogat

Készitsiink egy olyan beleirt (c;) és koriilirt (C;) kockarendszert, melyekre igaz, hogy
¢; N ¢j csak lap, €l, vagy csucs lehet. Ekkor fennall, hogy:

Ueacvcla
i Jj

Finomitsuk minden hataron til ezeket a kockarendszereket. Ha ezek kozos hatarérték-

hez tartanak, akkor:

Vol V = [[/ dv = [/ |det (DQ(r; s; t))| dr ds dt.
v v

Pozitiv az irdnyitas, ha det DV > 0.

Definicié 1.7.3 : Skalarmezo térfogaton vett skalarértékii integralja

Legyen Q : D C R® - V C R3 iranyitott, parametrizalt, elemi tértartomdny. Legyen
tovdbba ¢ : R? — R folytonos skalarmezd. Ekkor a ¢ térfogaton vett integralja:

_[[f pdV = _/ff @ (Q(r; 53 1)) det (DQ(r; 5; 1)) dr ds dt.
v D




1 Vektoranalizis

Tétel 1.7.2 : Gauss-Osztogradszkij-tétel

Legyen Q : D C R3 —» V C R3, iranyitott,parametrizélt tértartomény. Legyen tovibba
v : R3 - R3 legaldbb egyszer folytonosan differencialhaté vektormezd. Jeldlje a 9V =
§ az Q peremét indukalt irdnyitassal. Ekkor:

f[/divvdV:# (v;dS).
v v

I Ha v vektorpotencidlos, akkor az integral értéke zérus, hiszen divv = divrotu = 0.

Tétel 1.7.3 : Green-tétel asszimetrikus alakja

Legyenek ¢;9 : R3 — R kétszeresen folytonos skalarmezdk, V C R3 parametrizalt,
irdnyitott tértartomany, 0V = § perem indukalt iranyitassal. Ekkor:

/[/; ¥ Ag + (grad ; grad p) dV = ﬁgv (1 grad @; dS).

Tétel 1.7.4 : Green-tétel szimmetrikus alakja

Legyenek ¢;3 : R3> — R kétszeresen folytonos skaldrmezék, V C R3 parametrizalt,
irdnyitott tértartomany, 0V = 8 perem indukalt irdnyitdssal. Ekkor:

ff PAp + AP dv=# (¥ grad ¢ — p grad 3; dS)
v ov
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