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12 Lineáris, állandó együtthatós DE
Matematika G3 – Differenciálegyenletek
Utoljára frissítve: 2025. november 22.

12.1. Elméleti áttekintő
Lineáris differenciálegyenletek

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1(𝑥)𝑦′ + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)

Ha 𝑓(𝑥) = 0, akkor homogén, egyébként inhomogén.

A homogén általános megoldás alakja:

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) +⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥).

Ez az 𝑛 darab függvény az integrálásra és deriválásra vektorteret alkot. Lineáris függet-
lenségüket AWronsky-determimáns segítségével ellenőrizhetjük:

W =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦1 𝑦2 … 𝑦𝑛
𝑦′1 𝑦′2 … 𝑦′𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑦(𝑛−1)1 𝑦(𝑛−1)2 … 𝑦(𝑛−1)𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Ha detW ≠ 0, akkor lineárisan függetlenek, {𝑦1; 𝑦2;… ; 𝑦𝑛} adják a diffegyenlet alap-
rendszerét. Az alaprendszer valamennyi függvénye, és lineáris kombinációjuk is meg-
oldás lesz.

Állandó együtthatós, homogén, lineáris differenciálegyenletek

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 0

Megoldási módszer: Próbafüggvény-módszer

Legyen 𝑦 = 𝑒𝜆𝑥, 𝑦′ = 𝜆𝑒𝜆𝑥,… , 𝑦(𝑛) = 𝜆𝑛𝑒𝜆𝑥. Ekkor az alábbi egyenletet kapjuk:

𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝜆1 + 𝑎0 = 0

Ez 𝜆-ra nézve 𝑛-edfokú polinom, melynek 𝑛 darabmegoldása van, melyek között páros
számú komplex gyök is lehet.

• 𝜆1 ∈ ℝ, egyszeres

𝑦1(𝑥) = 𝑒𝜆1𝑥

• 𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑠 ∈ ℝ, többszörös, akkor belső rezonancia áll fenn

𝑦1 = 𝑒𝜆1𝑥, 𝑦2 = 𝑥𝑒𝜆1𝑥,… , 𝑦𝑠 = 𝑥𝑠−1𝑒𝜆1𝑥
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• 𝜆12 = 𝛼 ± 𝑖𝛽, egyszeres komplex gyökpár

𝑦1 = 𝑒𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥)

𝑦2 = 𝑒𝛼𝑥 sin(𝛽𝑥)

• 𝜆2𝑠 ∈ ℂ, 𝑠-szeres multiplicitású

𝑦1 = 𝑒𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥) 𝑦3 = 𝑥𝑦1 𝑦5 = 𝑥2𝑦1 … 𝑦2𝑠−1 = 𝑥𝑠−1𝑦1

𝑦2 = 𝑒𝛼𝑥 sin(𝛽𝑥) 𝑦4 = 𝑥𝑦2 𝑦6 = 𝑥2𝑦2 … 𝑦2𝑠 = 𝑥𝑠−1𝑦2

Állandó együtthatós, inhomogén, lineáris differenciálegyenletek

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥)

Megoldási módszer: Megoldást a gerjesztésnek megfelelő formában kell keresni.

• 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 – 𝑦ih = 𝐴𝑒𝑥

• 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥), polinom – 𝑦ih = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥2 +…

• 𝑓(𝑥) trigonometrikus – 𝑦ih = 𝐴 cos(𝛽𝑥) + 𝐵 sin(𝛽𝑥)

𝑦 = 𝑦h + 𝑦ih
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12.2. Feladatok

1. Határozza meg, hogy milyen halmazon lineárisan függetlenek az alábbi függvények!

𝐻1 = { 𝑒𝑥; 𝑥𝑒𝑥; 𝑥2𝑒𝑥 } 𝐻2 = { 1; cos𝑥; sin𝑥; }

2. Hol lesz a { 𝑒𝑥; −(𝑥 + 1) } függvényrendszer az 𝑥𝑦″ − (𝑥 + 1)𝑦′ + 𝑦 = 0 differenciál-
egyenlet alaphalmaza?

3. Hol lesz a { 1; 𝑥; ln𝑥 } függvényrendszer az 𝑥𝑦‴ + 2𝑦″ = 0 differenciálegyenlet
alaphalmaza?

4. Adja meg az 𝑦″ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0 differenciálegyenlet 𝑦(0) = 1 és 𝑦′(0) = 1 kezdeti
feltételek melletti megoldását!

5. Adja meg a 8𝑦‴ + 12𝑦″ + 6𝑦′ + 𝑦 = 0 differenciálegyenlet általános megoldását!

6. Adja meg a 𝑦‴ − 2𝑦″ + 2𝑦′ = 0 differenciálegyenlet általános megoldását!

7. Adja meg a 𝑦(V)−2𝑦(IV)+8𝑦‴−16𝑦″+16𝑦′−32𝑦 = 0 differenciálegyenlet általános
megoldását!

8. Adja meg azt a legkisebb rendű differenciálegyenletet, amelynek a { 6𝑥2; 5𝑒2𝑥 } függ-
vényrendszer az alaphalmaza!

9. Adja meg azt a legkisebb rendű differenciálegyenletet, amelynek a { 7𝑥; sin 5𝑥 }
függvényrendszer az alaphalmaza!

10. Adja meg azt a legkisebb rendű differenciálegyenletet, amelynek a { 𝑥𝑒𝑥; 𝑒2𝑥 cos𝑥 }
függvényrendszer az alaphalmaza!

11. Adja meg az 𝑦″ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 2 sin 2𝑥 differenciálegyenlet általános megoldását!

12. Adja meg az 𝑦″ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 2𝑥𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 differenciálegyenlet általános megoldását!

13. Adja meg az 𝑦″ + 4𝑦 = 𝑥2 sin 2𝑥 differenciálegyenlet általános megoldását!
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