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1§ TODO

Matematika G3 — Differencialegyenletek

Utoljara frissitve: 2025. november 16.

11.1. Elméleti attekinto

Definicié 11.1 : Egzakt differencialegyenlet

A P(x;y)dx + Q(x;y)dy = 0 differencialegyenlet - ahol P;Q : R? — R folytonosan
differencidlhato¢ fliggvények — egzaktnak nevezziik, ha teljesiil az alabbi feltétel:

oP(x;y)  0Q(x;y)
dy ox

Ekkor 3F : R? — R, melyre igaz, hogy:

oF(x; . O0F(x;
((;; Y _ P(x;y) és g); ) Q(x; y)

OF(x;y) OF(x;y)
o0x dy + ay
F(x;y)=C

dx=0

Oldjuk meg az alabbi egzakt differencialegyenletet!

2xy+y)dx+(x2+x)dy =0
N——m— N—-——-
P(x;y) Q(x;y)

Ellenérizziik, hogy valéban egzakt-e a differencidlegyenlet:

£=2x+1 P aQ
gy > _— = =,
R ort1 o
ox

tehat egzakt. Integraljuk P-t x szerint, Q-t pedig y szerint:
F(x;y) = dex = /(2xy +y)dx = x%y + xy + C,(p),
Ry = [ Qdy =[G+ 0y =2y +xy+ G,

ahol C),(y) és Cx(x) rendre y-tol és x-tol fliggd fliggvények, jelen esetben nullanak vé-
lasthatoak. A megoldas tehat:
x?y + xy = C.
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Az el6z6 példat mas mddszerekkel is megoldhattuk volna, példdul szeparabilis diffe-
rencidlegyenletként:

dy (2x+1)dx _ > _
/y— 21 = Ihnhy=-Inx*+x)+K = y=

x2+x

Differencialegyenlet egzaktta tevése

El6fordulhat, hogy a P(x;y)dx + Q(x;y) dy = 0 differencidlegyenlet nem egzakt, de
integralo tényez6 segitségével egzaktta tehetd.

Tegyiik fel, hogy IM : R? — R, hogy M(x; y)P(x;y)dx + M(x;y)Q(x;y) dy = 0 diffe-
rencidlegyenlet mar egzakt, azaz:

OMP _ dMQ
dy  Ox
oM oP oM 0Q
oM oM 6Q oP\ _
05 ~Fay +M(5 - 55) =0

Tegyiik fel, hogy M egyvaltozos:
IM(x), ekkor a differencidlegyenlet az alabbi alakra redukalodik:

oM M(@Q 6P>:O'

ox ox dy

Ez mar M(x)-re szeparabilis:

Itt C tetsz6legesen megvalaszthato, ezért célszerli 1-nek valasztani.

IM(y), ebben az esetben pedig a differencidlegyenlet az alabbi alakot 6lit:

P (22-98)
dy

ox Ody

Ez mar M(y)-re szeparabilis:
1 . 1(6Q 0P
v =5(5% -5

8yQ—-0xP

0,Q — 9P
lnM:nyTxdy => M(y):Cef P

C ebben az esetben is tetsz6legesen megvalaszthato.
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Eléfordulhat, hogy a differencidlegyenlet nem egzakt, és egyvaltozos multiplikatorral
sem teheto azz4. Ilyen példaul:

(x4 xy)dx + (y* + xy)dy = 0.

Tegyiik egzaktta az alabbi differencialegyenlet!

23 +3y°+2y+1

0® + y)x?dx + x3dy =0

3
A parcidlis derivaltak:
oP
g—y = x*(3y* + 1) op 8_Q
% =x2(2y3 + 3y + 2y + 1) dy * ox

A differencidlegyenlet valoban nem egzakt. Viszont megfigyelhetjiik, hogy mind a par-
cidlis derivaltakban, mind P(x;y)-ben szerepel egy x?-es szorzo. Ezek az y-tdl fiiggd
multiplikatoros képletben kiejtik egymast:

0,Q — 9P 2342
lnM(y)=nyTxdy=f%dy=fzdyzzy(w) > M) = e

Ezek utan a differencidlegyenlet mar egzakt:

2y3+3y2+2y+1x

e2Y(y3 + y)x2dx + e?y 3dy = 0.
— 3
Pl
QI
Ellendrizziik a parcidlis derivaltakat:

a_P/ — 2 p2y 2 3 3 2 1
5y =X e 207 + 0+ 3y +1] P _ 3Q
50 7 3y T
> =x2eV (23 +3y? +2y+1) Y X

Most mar integralhatjuk P’-t x szerint, Q'-t pedig y szerint:
' 2y(+3 2 eV x>
FGx;p)= | PPdx= | e2(® +y)x dx:T(y +)+ Cy(»),
x3 eZy x3
F(x;y) = /Q’ dy == / e?(2y* +3y” + 2y + 1)dy = —— (* +) + Cu(x).

Ahol Cy(y) és C,(x) rendre y-tol és x-tdl fiiggé fliggvények, jelen esetben nullanak va-
laszhatéak. A megoldas tehat:

e2y x3
- (y*+y)=C.
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Definicié 11.2 : Bernoulli-féle differencialegyenlet

Az olyan egyenleteket, melyek

Y (%) + p(x)y(x) = q(x)y"(x)

alakban irhatdak fel, és p;q : I C R — R folytonos fliggvények, valamint n & {0;1},
Bernoulli-féle differencidlegyenletnek nevezziik.

Bernoulli-féle differencialegyenlet megoldasa

Az ilyen tipusu differencidlegyenletek nem linedrisak, de az alabbi helyettesitéssel li-
nearissa tehetdek:

yl’l
1-n

z=y!™" = Z=0Q-ny™My = yy'=

A helyettesités utan az egyenlet:

!

qx) z
1—-nl—n

Yy "+ py' " = + p(x)z = q(x),

amely mar linedris, megoldhaté a kordbban tanult modszerekkel.

Oldjuk meg az alabbi Bernoulli-féle differencialegyenletet:

Jelen esetben n = 3, éljiink a z = y'=3 = y~2 helyettesitéssel, ekkor

!/

z
7 = 2y—3y1 = y’y3 — >
Helyettesitsiik be az egyenletbe:
2 z' 2 4
’y,—3 =2 — 2 2 / 2)
- = N = g =2
yy -+ xy X = 3 +-—-z=X > Z xZ X

Homogén megoldéas z-re:
zp = Cel 4% = Cx*,

Partikularis megoldés z-re:

4 [ —2x° 4 -2 4 -1 3
Z, =X dx =x —2x“dx=x"|2x""+ K | = 2x".

4 o~
X -0

Altalanos megoldas:
z=zp+z,=Cx*+2x° = y=z"=(Cx*+ 2x3)_1/2.
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Definicié 11.3 : Ricatti-féle differencialegyenletek

A Ricatti-tipusu diffegyenletek els6rend(i, masodfoku, nemlinedris egyenletek, ame-
lyek az aldbbi alakban irhatoak fel:

Y'(0) + p(x)y(x) = q(x)y*(x) + h(x).

Ha q(x) = 0, akkor a Ricatti-egyenlet linearis.

Ha h(x) = 0, akkor Bernoulli-tipust egyenletet kapunk.

Ricatti-féle differencialegyenlet megoldasa

Egy Ricatti-egyenlet altaldban nem oldhat6é meg integrilassal. A standard mddszer
akkor mtikodik kozvetlenil, ha ismerjiik az egyenlet y, partikularis megoldasat.

Bernoulli-tipusra redukalas, majd linearizalas

Alkalmazzuk az alabbi eltolast:
y=yp+tz
Ekkor, felhaszndlva hogy
Yp+ DYy = Qp+h

az egyenlet z-re:
Z' +pz=2qy,z+qz*> & z'=Qqy,—pz+qz>

Az egyenlet mar Bernoulli-tipusu, hasznalhatjuk a kordbban tanult helyettesitést:

!

1 , u
zZ=— => z = = 5
u u
Behelyettesitve:

u' 1 1 ,
2= qy, — p); ta; > -—u's= (2qy, — pu+q.

Az egyenlet mar linearis, megoldhato a kordbban tanult mddszerekkel:

a =2qy, — D

u +au=_g, ,ahol{
pi=—q

Egylépéses linearizalas

Alkalmazzuk az aldbbi helyettesitést:

!’

_1 ’ u ’
y—a+yp = y —_ﬁ‘l'yp'

Ezt visszahelyettesitve ugyanarra az alakra jutnank, mint az el6z6 modszer soran.
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Oldjuk meg az alabbi Ricatti-féle differencialegyenletet:
yr + exy — er y2 _ e—x, yp = e X

Bernoulli-tipusra redukalas, majd linearizalas

Eltolas a partikularis megoldéssal:
y=Yyptz=e*+z y =—e*+7.
Behelyettesitve az egyenletbe:
—e X +z +e¥le ¥ +z)=eX(e X+ 22—

Az egyszerUsités utan:

z' = e¥z + e2*z2.

Most linearizaljuk az egyenletet u = 1/z helyettesitéssel:

1\ e* e** u  e* e
<—) —+— > u+eu=-—e*
z u  u

A linearizalt egyenlet homogén megoldasa:

up(x) = Ce= /€ dx = Cgze* |
U(x)

Az altalanos megoldés az eddigiekhez képest egy méas modszerrel is megkaphatd. Osz-
szuk el az egyenlet mindkét oldalat U(x)-szel:

X X X
eC u + eXet u = —e**e? .

Az egyenlet bal oldaldn U(x) - u'(x) szorzatfliggvény derivaltja talalhato, vagyis:
(eexu)’ = —e2Xe = fy=-— f e2Xe? dx = — f e +2x qx
Eljiink a t = e¢" helyettesitéssel, ekkor x = Inlnt, e* = Int, dt = e - ¥ dx = e 1.

eex+].

X X dt X X
e° u:—fezxee —=—/exdtz—flntdt=—tlnt+t=—ee e*+e +C
Az altalanos megoldas u-ra:
u=e"“ - [eQ-€e)+Cl=1-e"+Ce®.

Visszahelyettesitve z-re, majd y-ra:

z—l— 1 =eX+z=e*+ 1
T u 1—eX+ Ce Y= - 1 —eX 4 Ce—¢*"
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11.2. Feladatok

1. Egy soros RL-korre konstans u fesziiltséget kapcsolunk. Adja meg az dram id6fligg-

vényét!
R L
Urg = R-i
di
up=L-—
}I L dt

2. Oldja meg az al4dbbi egzakt, illetve egyaktté tehetd differencidlegyenleteket!

a) 2x+2siny)dx + (2xcosy —siny)dy = 0,

b) (1 —xy)dx + (xy —x?)dy =0,

2y(x —1)

1
¢) (In(y* +1))dx + i1 dy =0,

d) (e7¥)dx + (xe™¥ —2ye ?)dy = 0.
3. Oldja meg az alabbi Bernoulli-féle differencidlegyenletet!

/_3_y_ 4,,1/3
y-—5=xY

4. Oldja meg az alabbi Ricatti féle differencidlegyenletet!

Y =xy!—(4-2x)y+x3+4x+1
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