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Bevezetés

Matematika G3 — Differencialegyenletek
Utoljara frissitve: 2025. oktdéber 26.

8.1. Elméleti attekinto

Definici6 8.1 : Differencialegyenlet

Legyen y : R — R n-szer folytonosan differencialhaté fiiggvény, vagyis y(© = y,
yO =y, y@ =y yMm = (M folytonos fiiggvények, x fiiggetlen valtozo. Ek-
kor az F (x; ViV y(”)) = 0 egyenletet y-ra vonatkoztatott, n-edrendu, k6zonséges
differencidlegyenletnek nevezziik.

A kozonséges arra utal, hogy egy fiiggetlen valtozdt tartalmaz az egyenlet. Ha nem
kozonséges, akkor parcialis (tobbvaltozods) a differencidlegyenlet.

A rend a legmagasabb foku derivéltra utal.
A differencidlegyenletek megadasi modja alapjan:
« implicit megadas: F(x;y;)'; ... y(”)) =0,

« explicit megadas: y™ = f(x;y;y';...; yD).

Definici6 8.2 : Linearis differencialegyenlet

Azt a differencidlegyenletet, amelyben az ismeretlen fliggvény, és annak derivaltjai
csak els6fokon, szorzatuk pedig egyaltaldn nem fordul eld, lineéris differencidlegyen-
letnek mondjuk. Ellenkez6 esetben nemlinedaris.

A kovetkezd egyenlet y-ra vonatkoztatott, linedris, masodrendd kozonséges differenci-
alegyenlet, a fliggetlen valtozo x:

Y +2y +y=4e"

Newton Il. torvénye

Az F = ma egyenlet a testre hato er6 és a test gyorsulasdnak kapcsolatat irja le. Mivel a
gyorsulds az elmozdulds id6 szerinti masodik derivaltja (a = X), ezért a mozgasegyenlet
egy masodrendi differencidlegyenlet lesz:

F = ma = mXx.
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Szabadesés soran megtett at

Szabadesés sordn a testre hato erd a test tomegével és a gravitacios gyorsulédssal aranyos:
F=mg=mx — X=g

Ha kétszer integraljuk az egyenletet, akkor megkapjuk a megtett utat:

x:fgdt=gt+v0,

X = f(gt+ V) dt = %gt2 + Vot + Xg.

Ferde hajitas

Egy testet v(vy; vy) kezdeti sebességgel elhajitunk. A testre hato erd a gravitacios erd
—y irdnyu. x irdnyban a testre nem hat erd. A mozgéasegyenletek:

(x) mi=0 = X=0,

) my=-mg = j=-g

Ha ezeket az egyenleteket kétszer integraljuk, akkor megkapjuk a vizszintes és fliggs-
leges elmozdulast:

xX(t) = vyt + X,
1
y(t) = —Egt2 + Uyt + Yo.

Az id6t kifejezve az x(t) egyenletbdl, majd ebbdl a palyak egyenlete:

— g 2 Uy
= y(x) = == (x —x0)* + —(x — x0) + Yo
2Ux Uy

A palyak lefele nyil6 parabolék.

Definici6é 8.3 : Megoldasgorbe

A kozonséges differencidlegyenlet megoldasfiiggvényének gorbéje a differencialegyen-
let integralgorbéje/megoldasgorbéje.

Végtelen sok megoldasgorbe 1étezik. Egy n-edrendd differencidlegyenlet esetén n da-
rab tetszéleges konstans jelenik meg a megoldasban.

Definicié 8.4 : Differencialegyenlet megoldasa

AZF(x; ;)5 .05 y(")) = 0 differencialegyenlet megoldasa a ¢ : R — R fiiggvény, ha
Vx € R-re
F(x;0(x); 9" (x); ... ;9™ (x)) = 0.
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X

Az y" +2y" +y = 4e* differencidlegyenlet megoldasa a p(x) = e* + Cre™ + Cyxe™
fiiggvény:

P'(x) =¥ —Cie ™™ + Che™ — Cyxe ™™,
P"(x) =e* + Cre ™ = 2C,e™* + Cyxe™.

Behelyettesitve a ¢, ¢', és ¢” kifejezéseket:

@"(x) +2¢'(x) + p(x) = e* + Cre™ — 2Cye™™ + Cyxe™
+2(e* = Cie™™* + Che™™ — Cyxe™)
+eX + Cre ™ + Cyxe™

= 4e”*.

Definici6é 8.5 : Cauchy-feladat

Ha az n-ed rendd differencidlegyenlet olyan megoldasat keressiik, hogy

YO0) =Y, Y (X0) = Yo V') =Whr s YD (xo) = Y5

feltételeket kiegyenliti, akkor Cauchy-feladatrol / kezdeti érték feladatrol beszéliink.

Hatarozzuk meg az y” + 2y’ + y = 4e* differencidlegyenlet azon megoldasat, amely
kielégiti az y(0) = 2 és y'(0) = 1 kezdeti feltételeket!

Az 4ltaldnos megoldas és ennek derivaltja:

y(x) =e* + Cie™ + Cyxe™,
Y'(x) =e* — Cie™ + Cre™ — Cyxe™.

Behelyettesitve a kezdeti feltételeket:

y0)=1+C;+0=2 > C =1,
y(0)=1+(C,-1)-0=1 => C, =1

Vagyis a keresett partikularis megoldas:

y(x) =e*+e ™+ xe .

Izoklinak és iranymezo

Az y" = f(x;y) differencidlegyenlet izoklinai azok a gorbék, amelyek mentén a meg-
oldasgorbék érintdinek meredeksége allando. Az izoklindk egyenlete:

fsy)=c

Az irdnymezd a megoldasgorbék érintdinek irdnyat mutatja meg egy tetszéleges pont-
ban.
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Gorbesereg differencialegyenlete

Minden n-edrendi differencidlegyenlethez tartozik egy n paraméteres g gorbesereg:

g(x;y;¢15...5¢,) = 0.
Hogyan kaphat6 meg a egy adott gorbesereghez tartozé differencidlegyenlet?
« Derivaljuk az egyenletet n-szer.
« Fejezziik ki a ¢y, ¢, ..., ¢, paramétereket az egyenletekbdl.

« Helyettesitsiik vissza ezeket az eredeti egyenletbe.

Adja meg az aldbbi gorbesereg differencidlegyenletét:
Yy = cie* + cyxe* = e*(c; + cx).
Derivéljuk az egyenletet kétszer:

Y = c1e* + ce* + cyxe* = e*(c; + ¢y + c3x),
" = ce* + 2c,e* + c,xe* = e*(c; + 2¢, + ¢y X).
1 2 2 1 2+ C

Szamitsuk ki y' — y kiilonbséget:
YV —y=eXc+c+x)—e(cg+ex)=ce* = c=e7*Q -y
Az els6 konstans az eredeti egyenletbdl:
=yt —ox=e(y—x()-y) =y —xy +xp)
A konstansokat helyettesitsiik be az y”-s egyenletbe:

y" =e*(c; + 2¢; + ¢X)
= —-xy +xp)+200' =)+ x(' =)
=2y' —y.

A keresett differencidlegyenlet tehat:

y'=2y'+y=0.
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8.2. Feladatok

1. Osztalyozza az alabbi differencidlegyenleteket:

a) y' =coshx — 3xy, C) (1 + y(IV))2 _ yu — x3ym + Xy,
b) y" =y cosx, d) y" =¢’ Inx.

2. Mik lesznek az izoklindk és a vonalelemek?
a) y =y/x x>0
b) y' = —x/y y<0
3. Az (y')* + y* = —1 differencialegyenlet megoldésa-e az y = x> — 1 fliggvény?

4. Megoldasa-e az y = C; sin 2x + C, cos 2x fliggvény az y” + 4y = 0 differencidlegyen-
letnek?

5. Megoldasa-e az y = In x fliggvény az xy"” + y’ = 0 differencidlegyenletnek?

6. Adja meg az y” + 4y = 0 differencidlegyenlet y(0) = 0 és y'(0) = 1 kezdeti feltételek
melletti megoldasat!

7. Adjamegazy” +4y = 0differencidlegyenlet y(0) = 1ésy’(7/4) = 2 kezdeti feltételek
melletti megoldasat!

8. Adja meg az alabbi gorbeserekek differencidlegyenleteit:
a) y = cx?,
b) x? +y? =cx,
C) y = cie* + cye®*.

9. Adja meg az olyan xy sikban elhelyezkedd korok differencidlegyenletét, amelyek az
x-tengelyt az origoban érintik!
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