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8 Bevezetés
MO

Matematika G3 — Differencialegyenletek
Utoljara frissitve: 2025. oktéber 26.

8.1. Differencialegyenletek osztalyozasa

Egyenlet Megadéisi moéd | Rend | Lineéris?
a) Yy =coshx—3xy Explicit 1 linearis
b) y' =y? cosx Explicit 2 | nem linedris
o (1+ y(“’))2 -y =x3" +xy Implicit 4 | nem linearis
d) y"'=e’Inx Explicit 2 nem linearis

8.2. lzoklinak és vonalelemek

1. y =y/x x>0

Izoklinak: v/x =c = y=cx - origon 4thalado6 egyenesek
Vonalelemek: y' = y/x =cx/x =c - &llando meredekségili egyenesek
Megoldasgorbék: y = Cx - origén dthaladd egyenesek

4 —

2.y =—x/y y<0

Izoklinak: —x/y =c = y = —¥ - origon athalado egyenesek
Vonalelemek: y' = —x/y =c¢ - 4llandé meredekségl egyenesek
Megoldasgorbék: x> + y> = C -  origo kozéppontu félkorok

8.3. Megoldas-e |

Az (y')* + y? = —1 differencidlegyenlet megoldasa-e az y = x? — 1 fiiggvény?

Az els6 derivalt:

/

y = 2x.
Helyettesitsiik be a differencidlegyenletbe:
ON*+y?=2x)* + (x> = 1)? = 16x* + (x* —2x2 +1) = 17x* — 2x% + 1.

Mivel ez a kifejezés nem egyenl6 —1-gyel minden x értékre, ezért a megadott fliggvény nem
megoldésa a differencidlegyenletnek.
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8.4. Megoldas-e Il

Megoldasa-e az y = C; sin 2x + C, cos 2x fliggvény az y” + 4y = 0 differencidlegyenletnek?
Az els6 és masodik derivalt:
y' = 2C; cos2x — 2C, sin 2x,
y" = —4C; sin 2x — 4C, cos 2Xx.
Vegyiik észre, hogy y” = —4y, tehat
y'+4y=—-4y+4y =0,

tehat a megadott fliggvény valoban megoldésa a differencidlegyenletnek.

8.5. Megoldas-e Il

Megoldésa-e az y = In x fliggvény az xy” + y’ = 0 differencidlegyenletnek?

Az els6 és masodik derivalt:

Helyettesitsiik be a differencidlegyenletbe:

xy// +y/ =X'<——

tehat a megadott fliggvény valoban megoldésa a differencidlegyenletnek.

8.6. Cauchy-feladat |

Adjamegazy” +4y = 0differencidlegyenlet y(0) = 0és y'(0) = 1 kezdeti feltételek melletti
megoldésat!
Az altalanos megoldas és annak elsd derivaltja:

y = C; sin 2x + C, cos 2x,

y' = 2C; cos 2x — 2C, sin 2x.

Az els6 egyenletbdl:
y(0) = C; sin0+C, cos0 = C, = 0.
A masodik egyenletbdl:

1
y'(0) =2C; cos0—-2-0-sin0=2C; =1 = C, = >
=1 =0

Tehat a keresett megoldas:

1
= —sin2x.
y = sin2x
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8.7. Cauchy-feladat Il

Adja meg az y" + 4y = 0 differencidlegyenlet y(0) = 1 és y'(7/4) = 2 kezdeti feltételek
melletti megoldasat!
Az altalanos megoldas és annak elsd derivaltja:

y = Cy sin 2x + C, cos 2x,
y' = 2Cy cos 2x — 2C, sin 2x.

Az els6 egyenletbdl:
y(0) = C; sin0+C, cos0 = C, = 1.
=0 =1
A masodik egyenletbdl:

y'(7/4) = 2C; cos (7)r/2 —2-1- sin 711/2 =—-2#2.

Ellentmondasra jutottunk, tehat a megadott kezdeti feltételek mellett nincs megoldas.

8.8. Gorbeseregek differencialegyenletei

1. y=cx?
Derivaljuk az egyenletet, és fejezziik ki a ¢ konstansot:

. Yy
y' =2cx és c=; = y' =2

=<

2. X2+ y*=cx:
Derivéljuk az egyenletet implicit médon:

2x +2yy =c.
Helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe c-t:
x?*+y?=2x2+2yy'x = 2xyy'+x>—-y*=0.

3. y=ce* + et

Szamitsuk ki az elsé derivaltat:

y = ce* + 2c,e?r.

Szamitsuk ki y’ — y kiilonbséget:

Y =y = (c1" +20,6%%) — (cr€* + cre*¥) = e = ¢y =e (Y —y).
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A kapott konstanst helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe:

y=caet+e () =y =qet+y -y = = (2y-y).

Most szamitsuk ki a méasodik derivéltat is, €s helyettesitsiik be a konstansokat:

Y = cie* + 4cye**
=e X2y — y')e* + de7 (Y — y)e**
=2y—y' +4y' -4y
= -2y + 3y

Végiil rendezziik az egyenletet:

y'+2y—-3y =0.

8.9. Korok differencialegyenlete

Adja meg az olyan xy sikban elhelyezkedd korok differencidlegyenletét, amelyek az x-ten-
gelyt az origdban érintik!

Az ilyen korok egyenlete:
X+@y-riP=ri

Derivéljuk az egyenletet implicit médon:

2x+2(y—r)y’:0 — 2x+2yy’—2ry’:0 — r:}%_*_y

Helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe r-t:

X 2 X 2
x2+(t——+ ) =(—+ )
Y Y Yy Y
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