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7 Összefoglalás
Matematika G3 – Többváltozós analízis
Utoljára frissítve: 2025. szeptember 08.

7.1. Elméleti áttekintő
Differenciáloperátorok

Legyen 𝒗(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ3 vektormező, 𝜑(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ skalármező, ahol 𝒓 az ℝ3-beli
Descartes koordináta-rendszerben 𝒓 = (𝑥; 𝑦; 𝑧).

Rotáció Divergencia Gradiens
rot𝒗 div𝒗 grad𝜑
∇ × 𝒗 ⟨∇; 𝒗⟩ ∇ ⋅ 𝜑

[
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

𝑣𝑥
𝑣𝑦
𝑣𝑧
] ⟨[

𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
]; [

𝑣𝑥
𝑣𝑦
𝑣𝑧
]⟩ [

𝜕𝑥𝜑
𝜕𝑦𝜑
𝜕𝑧𝜑

]

𝒟𝒗 = ℝ3 𝒟𝒗 = ℝ3 𝒟𝜑 = ℝ3

ℛ𝒗 = ℝ3 ℛ𝒗 = ℝ3 ℛ𝜑 = ℝ
ℛrot𝒗 = ℝ3 ℛdiv𝒗 = ℝ ℛgrad𝜑 = ℝ3

Azonosságok

• Teljesül a linearitás:

grad(𝜆Φ + 𝜇Ψ ) = 𝜆 gradΦ + 𝜇 gradΨ
rot(𝜆 𝒗 + 𝜇𝒘) = 𝜆 rot𝒗 + 𝜇 rot𝒘
div(𝜆 𝒗 + 𝜇𝒘) = 𝜆 div𝒗 + 𝜇 div𝒘

• Zérusság:

rot gradΦ ≡ 0
div rot𝒗 ≡ 0

• Deriválási szabályokhoz hasonló:

grad (ΦΨ ) = Φ gradΨ + Ψ gradΦ
div (Φ𝒗) = Φ div𝒗 + ⟨𝒗; gradΦ⟩
rot (Φ𝒗) = Φ rot𝒗 − 𝒗 × gradΦ

• Egyéb szabályok:

rot rot𝒗 = grad div𝒗 − Δ𝒗
rot (𝒖 × 𝒗) = 𝒖 div𝒗 − 𝒗 div𝒖 + (D𝒖)𝒗 − (D𝒗)𝒖
div (𝒖 × 𝒗) = ⟨𝒗; rot𝒖⟩ − ⟨𝒖; rot𝒗⟩
grad (⟨𝒖; 𝒗⟩) = (D𝒖)𝒗 + (D𝒗)𝒖 + 𝒗 × rot𝒖 + 𝒖 × rot𝒗

1 / 4



Matematika G3(BMETE94BG03) Többváltozós analízis – Összefoglalás

Potenciálosság

Egy 𝒗 ∶ 𝑉 → 𝑉 vektormező skalárpotenciálos, ha létezik olyan𝜑 ∶ 𝑉 → ℝ skalármező,
hogy 𝒗 = grad𝜑. Ekkor rot𝒗 = rot grad𝜑 = 0.

Egy 𝒗 ∶ 𝑉 → 𝑉 vektormező vektorpotenciálos, ha létezik olyan 𝒖 ∶ 𝑉 → 𝑉 vektorme-
ző, hogy 𝒗 = rot𝒖. Ekkor ÷𝒗 = ÷ rot𝒖 = 0.

Vonalmenti integrálok

Legyen 𝒗(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ3 vektormező, 𝜑(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ skalármező, 𝜸 ∶ 𝐼 → 𝒞 paraméte-
rezett görbe, ahol 𝑡 ∈ 𝐼 a görbe paraméterezése, 𝜸(𝐼) = 𝒞 a görbe képe, d𝑠 = ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ d𝑡,
d𝐫 = ̇𝜸(𝑡) d𝑡. Ekkor:

• skalármező görbe menti skalárértékű integrálja:

∫
𝒞
𝜑(𝒓) d𝑠 = ∫

𝐼
𝜑(𝜸(𝑡)) ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ d𝑡,

• vektormező görbe menti skalárértékű integrálja:

∫
𝒞
⟨𝒗(𝒓); d𝐫⟩ = ∫

𝐼
⟨𝒗(𝜸(𝑡)); ̇𝜸(𝑡)⟩ d𝑡,

• vektormező görbe menti vektorértékű integrálja:

∫
𝒞
𝒗(𝒓) × d𝐫 = ∫

𝐼
𝒗(𝜸(𝑡)) × ̇𝜸(𝑡) d𝑡.

Felületi integrálok

Legyen 𝒗(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ3 vektormező, 𝜑(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ skalármező, 𝝔 ∶ 𝑈 → 𝒮 pa-
raméterezett felület, ahol 𝑠; 𝑡 ∈ 𝑈 a felület paraméterezése, 𝝔(𝑈) = 𝒮 a felület képe,
d𝑆 = ‖𝜕𝑠𝝔 × 𝜕𝑡𝝔‖ d𝑠 d𝑡, d𝐒 = 𝒏̂ d𝑆 = 𝜕𝑠𝝔×𝜕𝑡𝝔 d𝑠 d𝑡, 𝒏̂ = (𝜕𝑠𝝔×𝜕𝑡𝝔)/ ‖𝜕𝑠𝝔 × 𝜕𝑡𝝔‖. Ekkor:

• skalármező skalárértékű felületi integrálja:

∫
𝒮
𝜑(𝒓) d𝑆 = ∫

𝑈
𝜑(𝝔(𝑠; 𝑡)) ‖‖‖

𝜕𝝔
𝜕𝑠 ×

𝜕𝝔
𝜕𝑡
‖
‖‖ d𝑠 d𝑡,

• vektormező skalárértékű felületi integrálja:

∫
𝒮
⟨𝒗(𝒓); d𝐒⟩ = ∫

𝑈
⟨𝒗(𝝔(𝑠; 𝑡)); (

𝜕𝝔
𝜕𝑠 ×

𝜕𝝔
𝜕𝑡 )⟩ d𝑠 d𝑡,

• vektormező vektorértékű felületi integrálja:

∫
𝒮
𝒗(𝒓) × d𝐒 = ∫

𝑈
𝒗(𝝔(𝑠; 𝑡)) × (

𝜕𝝔
𝜕𝑠 ×

𝜕𝝔
𝜕𝑡 ) d𝑠 d𝑡.
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Térfogati integrál

Legyen 𝜑(𝒓) ∶ ℝ3 → ℝ skalármező, 𝛀 ∶ 𝐷 → 𝒱 paraméterezett tértartomány, ahol
𝑟; 𝑠; 𝑡 ∈ 𝐷 a tértartomány paraméterezése, 𝛀(𝐷) = 𝒱 a tértartomány képe, d𝑉 =
det(D𝛀(𝑟; 𝑠; 𝑡)) d𝑟 d𝑠 d𝑡. Ekkor:

• skalármező térfogati integrálja:

∭
𝒱
𝜑(𝒓) d𝑉 =∭

𝐷
𝜑 (𝛀(𝑟; 𝑠; 𝑡)) det (D𝛀(𝑟; 𝑠; 𝑡)) d𝑟 d𝑠 d𝑡.

Integrálási tételek

• Gradiens-tétel:

∫
𝒞
⟨grad𝜑(𝒓); d𝐫⟩ = 𝜑(𝜸(𝑏)) − 𝜑(𝜸(𝑎)).

Vagyis ha egy vektormező előáll egy skalármező gradienseként, akkor annak bár-
mely zárt görbe mentén vett integrálja csak a kezdő- és végpontoktól függ.

• Stokes-tétel:

∬
𝒮
⟨rot𝒗; d𝐒⟩ = ∮

𝜕𝒮
⟨𝒗; d𝐫⟩ .

A tételből következik, hogy skalárpotenciálos vektormező bármely zárt görbén
vett integrálja zérus.

• Gauss-Osztogradszkij-tétel:

∭
𝒱
div𝒗 d𝑉 =∯

𝜕𝒱
⟨𝒗; d𝐒⟩ .

A tételből következik, hogy vektorpotenciálos vektormező bármely zárt felületen
vett integrálja zérus.

• Green-tétel asszimetrikus alakja:

∭
𝒱
𝜓Δ𝜑 + ⟨grad𝜓; grad𝜑⟩ d𝑉 =∯

𝜕𝒱
⟨𝜓 grad𝜑; d𝐒⟩ .

• Green-tétel szimmetrikus alakja:

∭
𝒱
𝜓Δ𝜑 + 𝜑Δ𝜓 d𝑉 =∯

𝜕𝒱
⟨𝜓 grad𝜑 − 𝜑 grad𝜓; d𝐒⟩ .
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7.2. Feladatok

1.
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