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Utoljara frissitve: 2025. oktéber 20.

7.1. Elméleti attekinto

Differencialoperatorok

Descartes koordinata-rendszerben r = (x; y; z).

Legyen v(r) : R3> — R3 vektormez6, ¢(r) : R3 —

R skalarmezd, ahol r az R3-beli

Azonossagok

« Teljesiil a linearitas:
grad(A® +uv) = A grad® + u grad¥
rot(Av + yw) =Arotv + u rotw
dividv + pw) = A dive + u divw

o Z€russag:
rotgrad® =0
divrotv =0

Potencialossag

hogy v = grad ¢. Ekkor rotv = rotgrad ¢ = 0.

z6, hogy v = rot u. Ekkor divv = divrotu = 0.

« v skaldrpotencidlos < rotv = 0, hiszen rotgrad ¢ = 0

« vvektorpotencidlos < divv = 0, hiszen divrotu =0

Rotacio Divergencia Gradiens
rotv divo grad ¢
VXv (V;v) Vo
ax vx ax] [Ux axgo
ay X vy ay s vy ay¢
aZ UZ aZ vZ azgo
D, = R? D, = R’ 2)¢=R3
R, =R3 R, =R3 Ry, =R
Riotw = R3 Rawvo =R Rgradgp = R?

Egyv : V — Vvektormezd skalarpotencidlos, ha létezik olyan ¢ : V' — R skalarmez,

(6rvénymentes)

Egy v : V — Vvektormez6 vektorpotencidlos, ha 1étezik olyan u : V' — V vektorme-

(forrasmentes)
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Skalarpotencial

Legyen ¢ skalarmez6 v vektormezd skalarpotencialja. Ebben az esetben tudjuk, hogy
v = grad ¢. Ekkor v vektormezd skaldrpotencidlja:

go(r):f vl(§;x2;...;xn)d§+f vz(();g;...;xn)d§+~-+f nvn(O;O;...;§)d§.
0 0 0

Vektorpotencial

Legyen u(uy; uy; 0) vektormezd v vektormez6 vektorpotencidlja. Ebben az esetben tud-
juk, hogy v = rot u. Ekkor u komponensei az alibbi médon szdmithatoak:

ux=/0 vy(x; y;$) d¢, uy=/0 vz(§;y;0)d§—/o U (x; 5 ) dS.

Vonalmenti integralok

Legyen v(r) : R3 — R3 vektormezé, p(r) : R® — R skaldrmezé, y : I — € paraméte-
rezett gorbe, ahol t € I a gorbe paraméterezése, y(I) = C a gorbe képe, ds = ||y(¢)|| dt,
dr = y(t) dt. Ekkor:

« skaldrmezd gorbe menti skalarértékl integralja:

f P(r)ds = f o) 7O b,
(4 I

« vektormez6 gorbe menti skalarértékd integralja:

f (o(r); dr) = f OO HOY L,
(¢ I

Feliileti integralok

Legyen v(r) : R3> — R3 vektormezd, ¢(r) : R3> — R skalarmezd, ¢ : U — 8 pa-
raméterezett feliilet, ahol s;t € U a feliilet paraméterezése, o(U) = § a feliilet képe,
dS = ||05¢ X J;¢||dsdt,dS = ndS = d;¢ X 0;,¢dsdt, i = (9,0 %0;¢)/ ||0s¢ X J;¢|. Ekkor:

« skaldrmezd skalarérték feliileti integralja:

_ . 98 ., 9¢
L¢(r) ds = Lgo(e(s, 1)) Ha X E" dsdt,

« vektormez6 skalarértékd feliileti integralja:

fs<v(r); ds) = fU<v(9(s; 1)); (g—i X Z—i» dsdt,
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Térfogati integral

Legyen ¢(r) : R3 - R skaldrmezé, Q : D — PV paraméterezett tértartomany, ahol
r;s;t € D a tértartomany paraméterezése, Q(D) = V a tértartomdany képe, dV =
det(DQ(r; s; t)) dr dsdt. Ekkor:

« skaldrmezd térfogati integralja:

ff/ #lr)dv = /]f ¢ (Q(r; 5;)) det (DQ(r; ;1)) dr ds dt.
v D

Integralasi tételek

+ Gradiens-tétel:
f (grad o(r); dr) = p(y(b)) — ¢(y(a)).
e
Vagyis ha egy vektormezd el6all egy skaldrmezd gradienseként, akkor annak bér-

mely zart gorbe mentén vett integralja csak a kezd6- és végpontoktol fligg.

« Stokes-tétel:

/L(rot v;dS) = 923 (v;dr).

A tételbdl kovetkezik, hogy skalarpotencidlos vektormez6 barmely zart gorbén
vett integralja zérus.

« Gauss-Osztogradszkij-tétel:

MdivvdV:# (v;dS).
v av

A tételbdl kovetkezik, hogy vektorpotencidlos vektormezd barmely zart feliileten
vett integralja zérus.

Integralasos Osszefiiggések

« Belsé fiiggvény megjelenik szorzotényezoként:

f (fog)(x)g' (x)dx = (Fog)(x)+ C, ahol F(x) az f(x) primitiv fliggvénye.

« Hatvanyfiiggvény integralasa:

fa+1(x)

ff“(x)f’(x)dx: a+1
In|f(x)|+C, a=-1

+C, a#-1
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7.2

10.

Feladatok

. Adjamega ¢(r) = 2x%y + xy*z + 3xz> skalarmez6 gradiensét a P(—3; —2; 1) pontban!

Adja meg a v(r) = (xy? — 2)i + (yz) j + (xy + 2z) k vektormez6 divergencidjat és

s rer

. Adjamega v(r) = (¥ i + 2xy + €3%) j + (3ye’?) k egy olyan ¢ skalarpotencialjat,

melyre ¢(0) = 0.

Legyen y(t) = x(t) - i+ y(¢) - f a (2;1) — (6;4) egyenes szakasz paraméterezése.
Adja meg x(t) és y(t) fiiggvényeket, ha a paramétertartomany ¢t € [0;1]. Szamitsa ki
a ¢(x;y) = 3x — 4y skalarmezé y gorbe menti integraljat!

. Adott az F(x;y) = x> -i— xy - J er6émez6. Szdmitsa ki az er6mez6 munkdjat, az

orig6 kozéppontu, r = 1 sugaru elsé siknegyedben 1évd koriv mentén, ha a bejaras
az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyu! Mit mondhatunk el, ha a bejarasi irdnyt
megforditjuk?

Szamitsa ki a p(x;y; z) = 2x skalarmez6 egységgdmbombon vett feliileti integraljat!
Segitség: ¢(s;t) = (sinscost)i + (sinssint) j + (coss) k, dS = sin sdsdt.

Szamitsa ki a v vektormezd ¢ feliileten vett fluxusat, ha

xy S+ 2t .
v(x;y;z) = [Zx +y] ; o(s;t) = [ —t ] ’ ig {(())’ ﬂ :
z s2 + 3t ’

. Szamitsakia v(r) = (y?) i+ (2xy +€3?) j+ (3ye’?) k vektormez6 (0;1;1) — (0; —1;1)

szakaszon vett vonalmenti integraljat!
Adjamegav(r) = (z—y)i+ (x —z) j + (y — x) k vektormez6t az aldbbi zart gorbén:
a) Az origobol elészor egy egyenes szakasz mentén eljutunk az (1;0; 0) pontba.

b) Ezutan egy orig6 kozéppontu koriv mentén az (—1; 0; 0) pontba jutunk. (A koriv
sikja legyen az xy sik, és a bejaras az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyu.)

c) Végiil egy egyenes szakasz mentén visszatériink az origoba.

Hat4rozza mega v(r) = (x) i+(y) j+(z) k vektormezd azon zart feliileten vett feliileti
integraljat, melyet az x = y? + z2 forgasparaboloid z > 0 része,a z = 0 és az x = 4
sikok hatarolnak.
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