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F@l Osszefoglalas

Matematika G3 — Tobbvaltozods analizis

Utoljara frissitve: 2025. szeptember 08.

7.1. Elméleti attekinto

Differencialoperatorok

Legyen v(r) : R® — R3 vektormezd, p(r) : R3> — R skalarmez6, ahol r az R3-beli
Descartes koordinata-rendszerben r = (x; y; z).

Rotacio Divergencia Gradiens
rotv divu grad ¢
VXv (V;v) V-p
ax vx ax] [Ux axqo
9y | X | vy 9y |5 | vy Ay
aZ vZ aZ vZ anD
D, =R D, = R’ D, = R}
R, =R3 R, =R3 Ry, =R
Riotv = R? Raivo =R "Rgrad(p = R3

Azonossagok

« Teljestil a linearitas:
grad(A® +uv) = A grad® + u grad¥
rot(Av + yw) =Arotv + u rotw
diviAv + pw) = A dive + p divw

» Zérussag:
rotgrad® =0
divrotv =0

« Derivalasi szabalyokhoz hasonlo:
grad (PV) = @ grad¥ + ¥ grad
div(®v) = @ divv + (v; grad @)
rot (¢ v) = @ rotv — v X grad @
« Egyéb szabalyok:
rotrotv = graddivv — Av
rot(u X v) = u divvo — v divu + (Du)v — (Dv)u
div(u X v) = (v;rotu) — (u;rotv)
grad ((u; v)) = (Du)v + (Dv)u + v X rotu + u X rotv
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Potencialossag

Egyv : V — Vvektormezd skalarpotencidlos, ha létezik olyan ¢ : V — R skalarmez,
hogy v = grad ¢. Ekkor rotv = rotgrad ¢ = 0.

Egy v : V — Vvektormez6 vektorpotencidlos, ha 1étezik olyan u : V' — V vektorme-
z6, hogy v = rot u. Ekkor ~v = +rotu = 0.

Vonalmenti integralok

Legyen v(r) : R3 — R3 vektormezd, p(r) : R® — R skalarmez6, y : I — € paraméte-
rezett gorbe, ahol t € I a gorbe paraméterezése, y(I) = C a gorbe képe, ds = ||y(¢)| dt,
dr = y(t) dt. Ekkor:

« skaldrmezd gorbe menti skalarérték integralja:

f e f (e 7Ol .
(¢4 I

 vektormezd gorbe menti skaldrértéki integrélja:

f e = f OGO HO) L,
C 1

« vektormez6 gorbe menti vektorértékd integralja:

fv(r) X dr = fv(y(t)) X y(t)dt.
e I

Feliileti integralok

Legyen v(r) : R3> — R3 vektormez6, ¢(r) : R* — R skalarmez6, ¢ : U — 8 pa-
raméterezett feliilet, ahol s;¢t € U a feliilet paraméterezése, ¢(U) = 8 a feliilet képe,
dS = ||0s¢ X J;¢||dsdt,dS = ndS = d;¢ x0,¢dsdt, i = (9,0 %3,¢)/ ||0s¢ X J;¢|. Ekkor:

 skaldrmezd skalarértékd feliileti integralja:

_ %€ %¢
[[otwras = [ ototsn|3E 5

« vektormezd skalarértéki feliileti integralja:

L (v(r);dS) = /;I <v(9(s; t));(g—i X g—i» dsdt,

« vektormez6 vektorértéki feliileti integralja:

_ : de  d¢
Lv(r) x dS = []v(g(s, 1)) X (a X E) dsdt.

ds dt,
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Térfogati integral

Legyen ¢(r) : R3 - R skaldrmezé, Q : D — PV paraméterezett tértartomany, ahol
r;s;t € D a tértartomany paraméterezése, Q(D) = V a tértartomdany képe, dV =
det(DQ(r; s; t)) dr dsdt. Ekkor:

« skaldrmezd térfogati integralja:
]]/ p(r)dV = /I/ @ (Q(r; s;t)) det (DQ(r; s;t)) dr ds dt.
v D

Integralasi tételek

+ Gradiens-tétel:
f (grad o(r); dr) = o(¥(5)) — p(1(a)
(]

Vagyis ha egy vektormezd el6all egy skaldrmezd gradienseként, akkor annak bar-
mely zart gorbe mentén vett integralja csak a kezd6- és végpontoktol fiigg.

« Stokes-tétel:

/L(rot v;dS) = 995 (v;dr).

A tételbdl kovetkezik, hogy skalarpotencidlos vektormezd barmely zart gorbén
vett integralja zérus.

» Gauss-Osztogradszkij-tétel:

][/divvdV:# (v;dS).
v oV

A tételbdl kovetkezik, hogy vektorpotencidlos vektormez6 barmely zart feliileten
vett integralja zérus.

« Green-tétel asszimetrikus alakja:

[/ Y Ap + (grad ¢; grad ) dV = # (1 grad @; dS) .
% av

+ Green-tétel szimmetrikus alakja:

ff YAp + pApdV = # (¢ grad ¢ — @ grad 1; dS).
4 %
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7.2. Feladatok
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