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F@l Osszefoglalas

Matematika G3 — Tobbvaltozods analizis
Utoljara frissitve: 2025. oktéber 20.

7.1. Gradiens

Adja meg a ¢(r) = 2x%y + xy?z + 3xz? skalarmezd gradiensét a P(—3; —2; 1) pontban!

A gradiens paraméteresen:

0,® 4xy + y*z + 322
gradg = | 9,0 2x% + 2xyz
3,9 xy? + 6xz

A P(—3;—2;1) pontban:

4.(=3)-(=2)+(=2)?>-1+43-1? 244443 31
gradgo(—3;—2;1)=[ 2-(=32%+2-(-3)-(-2)-1 ]:[ 18 + 12 ]:[30].

(=3)- (=2 +6-(-3)-1 -12-18 —-30

7.2. Divergencia, rotaci6

,,,,,,,,

Adjamega v(r) = (xy* —2)i+(yz) j + (xy + 2z) k vektormezd divergencidjat és rotacidjat
a P(—1;2;—1) pontban!

A divergencia paraméteresen:

A P(—1;2;—1) pontban:

divo(-1;2;-1)=2)* +(-1)+2=4—-1+2=35.

A rotaci6 parameéteresen:

dyv; — 05Uy xX—y
rotv = X v avx v | =|-1-y]|.
Oy Uy — Oy Uy —2Xxy

A P(—1;2;—1) pontban:

(-1)-2
rotv(—1;2;—1)=[ -1-2 } [ ]
-2-(-1)-2
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7.3. Skalarpotencial

Adja meg a v(r) = ()i + (2xy + €3?) j + (3ye®?) k egy olyan ¢ skalarpotencialjat, melyre
®(0) = 0.

x y z
o(r) = f ou(E i Z) dE + f 0,(0::2) dn + f 0,(0;0:¢)d¢
0 0 0
x y z
:/ y2d§+/ e3zdn+f 0d¢ = xy? + yeZ.
0 0 0

7.4. Skalarmezo vonalintegralja

Legyen y(t) = x(t)-€+y(t)- f a(2;1) — (6;4) egyenes szakasz paraméterezése. Adja meg x(t)
és y(¢) fiiggvényeket, ha a paramétertartomany ¢ € [0;1]. Szamitsa ki a p(x;y) = 3x — 4y
skalarmez6 y gorbe menti integraljat!

A paraméterezes:

ol =145

r() = [ v | T |1+ 3¢

A sebességvektor, és ennek norméja:

=3 or=vErE =

A skaldrmezd atparaméterezve:

e(y(t)) =32 +4t)— 41 +3t) =6+ 12t —4 — 12t = 2.

A vonalintegral:

1 1
f o(r) ds = f OO dt = f 2.5dt =10,
C 0 0

7.5. Vektormezo vonalintegralja

Adott az F(x;y) = x* -1 — xy - j er6mez6. Szamitsa ki az erémez6é munkajat, az origd
kozéppontu, r = 1 sugart elsé siknegyedben 1év koriv mentén, ha a bejaras az éramutatéd
jarasaval ellentétes irdnyt! Mit mondhatunk el, ha a bejarasi irdnyt megforditjuk?

A koOr paraméterezése:

cost
sin t

y(0) = [ ] ( € [0:7/2].
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A sebességvektor:

cost

(@) = [

—sin t]

A vektormez6 atparaméterezve:

cos?t
—costsint|’

F/(0)) = [

A vonalintegral:

/2 . /2 cos2t —sint
fF(F)°dl‘=f F(y(t)) - y(t)dt :f [—costsint] [ cost ]dt
e 0 0

/2 /2
= f (—cos?tsint — cos® tsint)dt = —2 f cos?tsintdt
0 0

_ _2[_&;%]:” — 2o (-1))=-2

Ha a bejarasi irdnyt megforditjuk, akkor az integral elGjele is megfordul, vagyis az eredmény
2/3 lesz.

7.6. Skalarmezo feliileti integralja

Szamitsa ki a ¢(x;y; z) = 2x skaldrmez6 egységgdmbombon vett feliileti integraljat! Segit-
ség: o(s;t) = (sinscost)i + (sinssint) j + (coss) k, dS = sin sdsdt.

A feliilet paraméterezése:

sinscost s € [0; 7]
gls1)=|sinssintl, g o077
cos s

A skalarmezd atparaméterezve:

@(e(s;t)) = 2sinscost.

A feliileti integral:

27 T 27 T
ﬂ p(r)ds = f f p(g(s;t))sinsdsdt = / f 2sinscost - sinsdsdt
S o Jo o Jo

27 T .
:Zf costdtf sin®sds=2-0-= =0.
0 0 2
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7.7. Vektormezo feliileti integralja

Szamitsa ki a v vektormezd ¢ feliileten vett fluxusat, ha

xy s+ 2t .
v(gy;z)=|2x+y/|, e(ss)= —t |, f g {8, ﬂ :
z S2 + 3t ’

A feliilet normalvektora:

1 2 2s
n=?xg—i= 0|x|-1]=[4s=3].
§ 2s 3 -1

A vektormez§ atparaméterezve:

(s + 2t)(—t) —st — 2t?
v(e(s;t)) = [2(s+2t) +(—t)| =] 2s+ 3t
s% + 3t s% + 3t
A feliileti integral:
1 3 1 3 [—st—212 2s
ﬂ(v;ds)zf f v(g(s;t))-ndsdt:f f 2s+ 3t |-|4s—3|dsdt
s o Jo 0 Yo | s+ 3t -1

1 3
=f f 7s% — 65 + 12st — 25%t — 4st> — 12t dsdt = --- = 30.
0 0

7.8. Gradiens tétel

Szamitsa ki a v(r) = (y¥)i + (2xy + €?) j + (3ye3?) k vektormez6 (0;1;1) — (0;—1;1)
szakaszon vett vonalmenti integraljat!

A potencidlfiiggvény:
o(r) = xy?* + ye=.
A vonalintegral:

/(v;dr) =(0;-1;1) — p(0;1;1) = (0- (-1)* + (-1)- €3) = (0- 12 + 1 - &%) = —2¢3.
e

7.9. Stokes-tétel

Adjamegav(r) = (z— )i + (x — z) j + (y — x) k vektormezét az alabbi zart gérbén:

1. Az origdbdl el6szor egy egyenes szakasz mentén eljutunk az (1;0; 0) pontba.
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2. Ezutén egy origd kozéppontt koriv mentén az (—1; 0; 0) pontba jutunk. (A koriv sikja
legyen az xy sik, és a bejaras az éramutato jarasaval ellentétes irdnyu.)

3. Végiil egy egyenes szakasz mentén visszatériink az origdba.

A gorbe egy félkort hatarol, melynek paraméteretése:

scost
SN . s € [0;1]
Q(S,t)—[SS(l)nt], tef0:n]

A feliilet normadlvektora:

do  de cost —ssint 0 0
:a—xaz sint| x| scost | = 0 =1|0].
§ 0 0 scos?t + ssin® ¢ s

A vektormez6 rotacidja:

T

Az integral:

T 1 T 1|2 0
[/(rotv; ds) = / f rotv(e(s;t)) - ndsdt = f / [2] . [0] dsdt
8 o Yo o Jo |2 N
T 1 T T
=f f stsdtzf [Sz]gdtzf 1dt=[t]y =7
o Yo 0 0

7.10. Gauss-Osztogradszkij-tétel

Hatarozza meg a v(r) = (x)i + () j + (2) k vektormez6 azon zart feliileten vett feliileti
integréljat, melyet az x = y? + z2 forgasparaboloid z > 0 része, a z = 0 és az x = 4 sikok
hatéarolnak.

A tértartomany paraméterezése:

52 relo;1]
Q(r;s;t) = |rscost|, s € [0;2] .
rssint t € 0;7]
A Jacobi-matrix:
0 28 0
DQ = |scost rcost —rssint
ssint rsint rscost
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Ennek determinansinak abszolut értéke:

|det DQ| = 2rs3.
A vektormezd diverzencija:
6vx aUy ov

: _ X _7 7z _ =
dlvv_ax+6y+6z 1+14+1=3.

Az integral:

#(vdS) fffdwvdv fff ”fofg.zrmrdsdt
o[ e [{] 5] ot
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