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Integralatalakito tételek Ii

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. oktéber 06.

6.1. Elméleti attekinto

Definicié 6.1 : Térfogat

Legyen Q : D — V paraméterezett tértartomany, ahol r;s;¢t € D a tértartomany pa-
raméterezése, Q(D) = V a tértartomany képe, dV = det(DQ(r;s; t)) dr dsdt. Ekkor a

térfogat:
Vol V = /I[ dv = [[[ |det (DQ(r; s;t))| dr ds dt.
v 1%

Definici6é 6.2 : Térfogati integral

Legyen ¢(r) : R3 — R skaldrmezs, Q : D — PV paraméterezett tértartomany, ahol
r;s;t € D a tértartomany paraméterezése, Q(D) = V a tértartomdany képe, dV =
det(DQ(r; s; t)) dr ds dt. Ekkor a ¢ skalarmezd térfogaton vett integralja:

f]f pr)dv = f[[ @ (Q(r; ;1)) det (DQ(r; s; 1)) dr ds dt.
4 D

Tértartomanyok paraméterezése

rsinscost r € [0;R]

« GOmb: Q(r;s;t) = | rsinssint s € [0; 7]
rCcoss t € [0,27]

arsinscost re(0;1]

« Ellipszoid: Q(r;s;t) = l brsinssint ] s € [0;7]
Crcoss t € 0,27]

(R+rcoss)cost| re|[0;n]
« Torusz: Q(r;s;t) = | (R+rcoss)sint| s € [0;27]
rsins t € [0,27]
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Tétel 6.1 : Gauss-Osztogradszkij-tétel

Legyen Q : D C R3 —» V c R3, iranyitott,parametrizalt tértartomdany. Legyen tovabba
v : R3 - R3legalabb egyszer folytonosan differencialhato vektormezd. Jellje a 9V =
8 az Q peremét indukalt irdnyitassal. Ekkor:

MdivvdV:# (v;dS).
% oV

Ha v vektorpotencidlos, akkor az integral értéke zérus, hiszen divv = divrotu = 0.

Integralja a v(r) = (x%yz)i + (xy%z) j + (2xyz?) k vektormez6t az els6 térnyolcadban
1év6 egységkocka feliiletén kifele mutaté irdnyitassal!

Hatarozzuk meg a v vektormezd divergencidjat:

dx?yz N dxy?z N 92xyz?

W = =2 3y 3z

= 8xyz.

A Gauss-Osztogradszkij-tétel alapjan:

1 pl pl
# (v;dS) = ]I/divvdV:/ f / 8xyzdzdydx = 1.
av v o Jo Jo

,_j Gauss-Osztogradszkij-tétel Maxwell 1. és Il. egyenletében A

¥

A Gauss-Osztogradszkij-tétel a Maxwell-egyenletekben is fontos szerepet jatszik. Az
elsé két egyenlet az elektromos és magneses tér forrdsossagat irja le:

(I = divE= sﬁ = elektromos tér forrasos,
0
(I = divB=0 = magneses tér forrdsmentes,

ahol E az elektromos tér, B a méagneses tér, p az elektromos toltésstrtiség, ¢, az elekt-
romos permittivitas.

Az egyenletek kozotti kapcesolatot a Gauss-Osztogradszkij-tétel segitségével:

1o = 9%17<E;ds>= fffv divEdV = fffv E’iodv,
ailm = # (B;dS)=[[[diVBdV=O.
ov 1%

Az els6 egyenlet azt mondja ki, hogy zart feliileten dthalado elektromos tér fluxusa ara-
nyos az elektromos toltésstirtiség térfogati integraljaval. A masodik egyenlet pedig azt
jelenti, hogy a magneses tér fluxusa zart feliileten zérus, a magneses tér forrasmentes.
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Tétel 6.2 : Green-tétel asszimetrikus alakja

Legyenek ¢;3 : R3> — R kétszeresen folytonos skalarmezdk, V C R* parametrizalt,
irAnyitott tértartomany, 0V = § perem indukalt irdnyitassal. Ekkor:

ff/v P Ag + (grad ¥; grad p) dV = 9%17 (i grad @; dS).

1 = 1 valasztasaval visszanyerjiik a Gauss-Osztogradszkij-tételt:
MAqodV = .[[f div gradpdV = # grad ¢;dS ).
v v T v\

Tekintslink egy R = 1m sugart tomor aluminium gombot, amelynek staciondrius
hémérséklet-eloszlasa o(r) = Ty(1 — r?) fiiggvény irja le, ahol T, = 10K a gomb belsé
hémérséklete. Hatrozza meg a gomb feliiletén kifel¢ irdnyulé dsszes Q hédramot, ha
a héfluxus stirisége q = —A grad ¢, ahol 4 = 205W/(m K) az aluminium hévezetési

tényezdje, €s
0= # (q:d).
v

Haszndljuk a Green-tétel asszimetrikus alakjat ) = —A allandé véalasztéssal:

Q= # (—Agrad ¢;dS) = —[/ P Ap + <grad/1;gradgo> dv = —xl[//AgodV.
oV 12 e v

Szamitsuk ki a térfogat belsejében a Ap értékét:

dp % J%p
Aqo = axz + ayz + 622 = —6T0.

A h6aram 0Osszesen:

3
Q= fff — M(=6Ty) dV = —A(=6Ty) T = 87ATyR? 5,15 - 10 W.
o — 3

=const

Tétel 6.3 : Green-tétel szimmetrikus alakja

Legyenek ¢; 1 : R3 - R kétszeresen folytonos skaldrmezdk, V C R3 parametrizalt,
irdnyitott tértartomany, 0V = § perem indukélt irdnyitassal. Ekkor:

/] YAp + @Ay dV=# (3 grad ¢ — @ grad ¥; dS)
% Vv
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6.2. Feladatok

1. Vezesse le az R sugard gomb térfogatat térfogati integral segitségével, majd szdmitsa
ki a p(r) = 1/||r| skalarmezé térfogati integraljat a gombon! A tértartomany ajanlott

paraméterezése:
rsinscost r € [0;R]
Q(r;s;t) = [rsinssint] s € [0; 7]
¥ COS S t € [0;27]

2. Vezesse le az R sugaru, h magassagu henger térfogatat térfogati integral segitségével,
majd szamitsa ki a p(r) = x? + y? skalarmez6 térfogati integraljat a hengerben! A
tértartomany ajanlott paraméterezése:

rCcoss r € [O;R]
Q(r;s;t) = | rsins s € [0;27]
t t € [0; h]

3. Legyen v(r) = (ysin x) i+(z2 cos y—cos x) j+(v;) k. Hatirozza meg v;-at, ha tudjuk,
hogy v tetsz6leges zart feliileten vett feliileti integralja zérus!

4. Legyen v(r) = r. Adja meg a vektormezd alabbi zart feliileteken vett feliileti integral-
jait:

a) az R = 2 sugara gomb feliiletén befelé mutato irdnyitassal,

b) azx?>+y* =4 hengerfeliileten, amelyet a z = —1 és z = 1 sikok zarnak le, kifelé
mutaté irdnyitassal,

¢) az = x? + y? forgasparaboloid és a z = 4 sik 4ltal hatarolt test feliiletén kifelé
mutaté irdnyitassal.

5. Egy fotonikus chipeket hordozé wafer-darabot egy ellipszoid alakt Faraday-kalitkdba
rogzitenek. A kalitka belsejében linedaris fesziiltségelosztassal (E(r) = r) térer6t alli-
tanak el6. Szamolja ki a Faraday-kalitka belsejében 1év6 nett6 toltést, ha e, = 8,85 -
10712 F/m, az ellipszoid egyenlete pedig:

(=27, 0+3?, (-1

5 19 s b

6. Egy drén IMU-moduljat teljes egészében kitolts, hévezeté miigyanta gomb alaku, su-
gara R = 0,02 m, A vezérld egység folyamatosan hét disszipdl, az dllandésult h6mér-
séklet-mez6 jo kozelitéssel

o) =T, —ar?, a=13-10°K/m?.

Becsiilje meg, mekkora teljes h6aram tavozik a burkolaton 4t, ha

Qs = —# (Agrad ;dS), 4 =0,2W/(mK).
oV
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