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Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. oktéber 06.

6.1. Gomb térfogata, gombi integral

Vezesse le az R sugaru gomb térfogatat térfogati integral segitségével, majd szamitsa ki a
o(r) = 1/|r| skalarmez6 térfogati integraljat a gombon!

A tértartomany paraméterezése:

rsinscost r € [0;R]
Q(r;s;t) = | rsinssint s € [0; 7]
¥ CoS S t € [0;27]

A Jacobi-matrix:

sinscost rcosscost —rsinssint
DQ(r;s;t) = | sinssint rcosssint rsinscost
COoS S —rsins 0

Ennek determindnsa az utolsé sor alapjan kifejtve:

sinscost —rsinssint
sinssint rsinscost

rcosscost —rsinssint

. . +rsins -
rcosssint rsinscost

det (DQ(r;s;t)) = —coss -

= r?coss(cos® tcos ssin s + sin® t cos s sin s) + +r’sins (sin2 scos? t + sin® s sin? t)

2

=r2coss-cosssins + r2sins-sin’s

= r2sins.

A gdmb térfogata tehat:

V= jI/ dv = j]/ det (DQ(r;s;t)) drdsdt

% D
27 V.4 R 27 V4 r3 R

=/ f / rzsinsdrdsdtzf f [—] sin sdsdt
0 o Yo 0 o L3 0
27T T 53 27T 3 T

=f / R—sinsdsdt:f [—R—coss] dt
0 o 3 0 3 0

TIOR3 2R} 17°  4xR3
=] FU=|F =3
0 0

A skaldrmezd adtparaméterezése:

1 1
p(Q(r;s;t)) = — = =
12(r; s D) \/r2 sin®scos?t + r2sinssin®t + r2 cos? s

S
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A skalarmezd térfogati integralja a gombon:

_ f/f o(r)dV = ff/ P(Q(r: 5; 1)) det (DQ(r: ;1)) dr ds dt
v D
2w pm pR 1 2w pmm pR
=f f f —rzsinsdrdsdt=/ f f rsinsdrdsdt
o Jo Jo T o Jo Jo
2T a7 2 R 2w pm R2
=/ / [—] sinsdsdt=/ f —sinsdsdt
A 2

27 R2 ys 27
—— cos s] dt = f R2dt
0 0

= [R2]" , =27k’

6.2. Henger térfogata

Vezesse le az R sugart, h magassagu henger térfogatat térfogati integral segitségével, majd
szamitsa ki a p(r) = x? + y* skalarmezd térfogati integraljat a hengerben!

A tértartomany paraméterezése:

rcost r € [0;R]
Q(r;s;t) = | rsint s € [0; h|
s € [0;27]

A Jacobi-matrix:

sint 0 rcost
0 1 0

cost O -—rsint
DQ(r;s;t) =

Ennek determinansa:
det (DQ(r;s;t)) =r.

A henger térfogata tehat:

f//dV f// det (DQ(r; s; t))drdsdt
27 h R 2 r
=/ j rdrdsdt:f f [3] dsdt
0 o Yo 0 0 0
27 h 2 27 2 h
f R—dsdt:f [R—s] dt
2 o 2 0
R

0

2 2 27T
R'h dt = R—ht = R%h.

2 2 0

fo
—é
A skaldrmezd atparaméterezése:

o(Q(r; ;1)) = (rcost)? + (rsint)? = r2.
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A skaldarmezd térfogati integrélja a hengerben:

= [[[ ewrav = [[] stat:soaetaes marasa

[ [ [rose
B 5o

[l

[ e
0

4 2

6.3. Vektormezo ismeretlen komponense
Legyen v(r) = (ysinx)i + (z2cosy — cosx) j + (v;) k. Hatarozza meg vs-at, ha tudjuk,
hogy v tetszdleges zart feliileten vett feliileti integréalja zérus!

A Gauss-Osztogradszkij tétel szerint:

# (v;dS):[[/divvdV,
oV v

vagyis a tetsz6leges zart feliileten vett feliileti integral akkor zérus, ha a vektormezé diver-
gencidja zérus. Tehat:

. _ 5 . a 2 303 . 2 aU3 _
divv = ax(ysmx)+ay(z COSy — COS X) + 3 = ycosx —z“siny + e =0.

Ebbdl kovetkezik, hogy

9us _ cos x + z2sin
oz Y Y-

Integraljuk ezt z szerint:

3
u3=f(—ycosx+zzsiny)dz=—yzcosx+%siny+f(X;Y)a

ahol f(x;y) tetsz6leges fiiggvény, nem befolyasolja a dirvergenciat.

6.4. Zart feliileti integralok

Legyen v(r) = r. Adja meg a vektormez6 alabbi zart feliileteken vett feliileti integraljait:

a) az R = 2 sugaru gomb feliiletén befelé mutato irdnyitassal:

3
I= # (v;dS) = fff divodV = —3 - Vol(V) = 4”R — _47R3 = —327.
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b) az x? + y* = 4 hengerfeliileten, amelyet a z = —1 és z = 1 sikok zarnak le, kifelé
mutaté irdnyitassal:

=# (v;dS)z/I/divvde3-V01(V)=3-(7TR2h)=3-(7t-22-2)=247r.
ov v

¢) az = x?+ y? forgasparaboloid és a z = 4 sik 4ltal hatarolt test feliiletén kifel¢ mutatd
irdnyitassal:

Itt mar nem tudjuk kapasbdl felirni a tértartomény térfogatat, igy parametrizalnunk
kell a tértartomanyt:

rscost r € [0;2]
Q(r;s;t) = | rssint s € [0;1]
r? t € [0;27]

A Jacobi-matrix:
Scost rcost —rssin t]

DQ(r;s;t) = | ssint rsint rscost
2r 0 0

Ennek determinansa:
det (DQ(r; s;t)) = 2r3scos? t + 2r3ssin® t = 2r3s(cos? t + sin®t) = 2r3s.

A feliileti integral:

=# (v;dS)z[/]divvdeS-[/]dV
=3- [/]det(DQ(rst))drdsdt—3 fm‘/ f 2r3sdrdsdt
=3. fZHf[ ]sdsdt=3-‘/0‘ LSSdsdt

27
=3-f [4s ]Odt=3-f 4dt =12-[t]7" = 24r.
0 0

Akar hengerkordinatékkal is megoldhattuk volna a feladatot:

A helyettesités:
X =rcost r € [0;2]
y =rsint t € [0;27]
7=z z € [r?;4]

A Jacobi-matrix:

DQ(r;t;z) = | sint rcost O].

0 0 1

cost -—rsint 0]

Ennek determinansa:
det (DQ(r;t;2)) =r.
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A feliileti integral:

=ﬁ§v(v;d8>=mdivvdV=3-m

=3-[/]det(Dﬂ(r;t;z))drdtdz=3f f/rdzdrdt
o Yo

=3. fM/ r(4—r>)drdt=3- fZH[Zr _r_] dt

=3. (8 —4)dt =12 [t]7 = 247.

6.5. Faraday-kalitka

Egy fotonikus chipeket hordozé wafer-darabot egy ellipszoid alaku Faraday-kalitkdba rog-
zitenek. A kalitka belsejében linedris fesziiltségelosztassal (E(r) = r) térer6t allitanak eld.
Szamolja ki a Faraday-kalitka belsejében 1év6 nett6 toltést, ha ¢, = 8,85 - 10712 F/m, az
ellipszoid egyenlete pedig:

(=27  @+3P (=17

5 19 R

A netto toltés kiszamitdsdhoz a Gauss-torvényt alkalmazzuk:

# <E; dS> — Qnet,
8V €o

ahol E az elektromos térerdsség, ¢, a vikuum permittivitasa, Q. pedig a kalitka belsejében
1év6 netto toltés.

A vektormez6 divergencidja:
divE = 3.

A tértartomany nagysaga:

Vol(V) = \/ 5.19.4= 8 : 95
A Gauss-torvény alapjan a nett6 toltés:

Qpet = & # (E;dS) = ¢, fff divEdV = 3¢, Vol(V) = 8,85- 10712 . 87195 ~ 2,17 nC.
ov v

6.6. Hoaram

Egy dron IMU-moduljat teljes egészében kitoltd, h6vezetd miigyanta gomb alaku, sugara
R = 0,02m, A vezérl6 egység folyamatosan hét disszipél, az dllandosult h6mérséklet-mezd
jo kozelitéssel

o(r)=T.—ar?, a=1,3-10°K/m?.
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Becsiilje meg, mekkora teljes h6aram tavozik a burkolaton 4t, ha
Qhs = — # (Agrad ;dS), 1 =0,2W/(mK).
oV

Haszndljuk a Green-tétel asszimetrikus alakjat ¢ = —A 4llandé véalasztéssal:

Qnhs = # (—Agrad ¢;dS) = —[/ PpAp +( gradA;gradg )dV = —A/I[ ApdV.
oV v N v

A hémérséklet-mez6 Laplace-operatora:
Ap = divgrad ¢ = div(—2ar) = —2adivr = —6a.

A tértartomany nagysaga:

3
Vol(V) = 4”3R .

A teljes h6aram:

3
Qns = —A]]] ApdV = 6aiVol(V) =16« 47I3R
v

= 87aAR? =87 -0,2-1,3-10° - (0,02)° =~ 5,23 W.
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