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Integralatalakito tételek, mérnoki példak

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. oktober 06.

5.1. Elméleti attekinto

Tétel 5.1 : Gradiens-tétel

Legyen ¢ : U C R3 — R differencidlhat6 skalarmezd, y : [a;b] - € C U, t — y(¢)
folytonos gorbe, y(a) = p, y(b) = q pedig a gorbe kezd6 és végpontja. Ekkor:

f (grad o(r); dr) = ¢(q) — ¢(p).
(&4

Vagyis, ha egy vektormezd valamely skaldrmezd gradiense, akkor annak barmely foly-
tonos gorbe mentén vett integralja csak a kezd6- és végpontoktol fiigg.

Korintegral jelolése:

Ha y zart gorbe, akkor a ¢(r) skalarmez6 egy y gérbe mentén vett kdrintegralja a ko-
vetkez6képpen jelolhetd:
96 o(r)ds.
e

A Gradiens-tételbdl kovetkezik, hogy skalarpotencidlos vektormezd zart gorbe mentén
vett korintegralja zérus.

Integraljaa v(r) = (y+2)i+ (x+z) j + (x +y) k vektormez6t a z = 0 sikon 1évé, origd
kozéppontu, r = 3 sugaru kor mentén!

Vizsgéljuk meg, hogy a vektormezd skaldrpotencidlos-e:
Oy y+z Ix(x+2)—3d,(y +2) 1-1
rotv=|[d,[X|[x+z|=|d(x+y) -0, (x+2)|=[1-1|=0.
0, xX+y 0,(y+2z)—0,(x+y) 1-1

Mivel a vektormez6 skaldrpotencidlos, ezért 1étezik olyan skaldrmezd, melynek gradi-
ense maga a v vektormezd. Az integral értéke tehat csak a kezd6- és végpontoktdl fiigg,
melyek jelen esetben megegyeznek, vagyis az integral értéke zérus:

95 (v;dr) = 0.
e
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Tétel 5.2 : Stokes-tétel

Legyen ¢ : U C R? - 8 C R? iranyitott, parametrizalt, elemi feliilet. Legyen tovdbba
v : R — R3 legalabb egyszer folytonosan differencialhaté vektormezd. Jeldlje az
y : I CR — d8 = C a ¢ peremét indukalt, jobbézszabdly szerinti irdnyitassal. Ekkor:

f[g(rot v;dS) = 9353 (v;dr).

Ha v skalarpotencidlos, akkor az integral értéke zérus, hiszen rot v = rotgrad ¢ = 0.

Integralja a v(r) = (y)i + (x) j + (0) k vektormez6t a B(0; 1;0), B(2; 0;0) és B(0; 0; 0)
altal meghatarozott hdromszog mentén!

sz

Oy y 0
rotv=|d,[x|[x]|=| 0 [=0.
9, 0 1-1
A Stokes-tétel alapjan:

95 (v;dr) = f(rot v;dS) = f(o; ds) = 0.
a8 s 8

,_j Stokes-tétel Maxwell 1ll. és IV. egyenletében A

¥

A Stokes-tétel a Maxwell-egyenletekben is fontos szerepet jatszik. A harmadik és ne-
gyedik egyenlet a magneses tér és az elektromos tér kozotti kapcsolatot irja le:

(I11y = rotE=-B = elektromos tér - magneses tér valtozasa,
(IV) = 10tB = ugj + HoeoE = magneses tér — elektromos tér valtozasa,

ahol E az elektromos tér, B a magneses tér, j az d&ram strliség, u, a magneses permea-
bilitas és ¢, az elektromos permittivitas.

Az egyenletek kozotti kapcsolatot a Stokes-tétel segitségével:

am = Sés (E;dr) = — ffs (B;dS),

av) = és (B;dr) = [é(uoj + Ho€oE; dS).

A III. egyenlet azt mondja ki, hogy valtozé mégneses tér maga koriil balkézszabaly
szerint elektormos teret indukdl, mig a IV. egyenlet azt jelenti, hogy az elektromos tér
valtozésa jobbkézszabdly szerint magneses teret indukal.
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5.2. Feladatok

1. Adott egy F(x;y) = (2xy)i + (x® + 2y) j er6tér. Vizsgalja meg, hogy az F erStér
konzervativ-e! Amennyiben igen, adja meg egy olyan potencialfiiggvényt, melyre
®(0;0) = 0. Szamitsa ki a B(0;0) és B(1;1) pontok kozotti egyenes szakaszon vég-
zett munkat!

2. Egy Q = 8,857 mC nagysagu ponttoltés kozelében az elektrosztatikus térerésséget az

Q r

=RW r;éO €0=8,85-10_12F/m
0

E(r)

vektormezd irja le. Mutassa meg, hogy az E vektormezd konzervativ, és vezesse le a
potencialfiiggvényt ¢(co) = 0 hatarfeltétel mellett! Szamitsa kia q = 1 uC probatoltés
altal a B(1;0;0) és B(2;0; 0) pontok kozott végzett munkat, ha F = qE.

3. Egy nagyon hosszu, dramjarta vezets belsejében a magneses indukcio jo kozelitéssel
linearisan véltozik a keresztmetszetben:

B(r) = (ky)i+ (—kx) j+ (0) k

Igazolja, hogy a B vektormezd forrasmentes, majd adja meg a B vektormez6 vektor-
potencidljat A = (A; Ay;0) alakban, melyre A(0) = 0 teljesiil. Mi k mértékegysége?

4. Legyen v(r) = (ysin x)i+(z? cos y—cos x) j+(v;) k. Hatarozza meg v;-at, ha tudjuk,
hogy v tetsz6leges zart gorbén vett vonalintegralja zérus!

5. Egy R = 1 sugaru, kor keresztmetszet(i, z tengellyel egybees6 szimmetriavonali hen-
gerben dramlo folyadék sebességét a

v =Cxy+2)i+(X*+2)j+—-x)k

vektormezd irja le. Adja meg a z = 1 sikban 1év§ keresztmetszet menti cirkulaciot!
(A cirkulécié a vektormezd zart gorbe menti integralja.)

6. Jelolje S az x% +y? —z? = 1 egyenletd forgashiperboloid z = —1 és z = 1 sikok kozotti
részét. Hatarozza meg a v(r) = (x2)i + (y®) j + (z*) k vektormez6 8 peremén vett
integraljat!

7. Integralja a v(r) = (V)i + (z%) j + (x?) k vektormezét az A(1;0;0), B(0;1;0) és
C(0; 0; 1) csucsokkal meghatarozott haromszégvonal mentén!
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