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Integralatalakito tételek, mérnoki példak

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. oktober 04.

5.1. Erotér vizsgalata

Adottegy F(x;y) = (2xy)i+(x?+2y) j er6tér. Vizsgalja meg, hogy az F erétér konzervativ-
e! Amennyiben igen, adja meg egy olyan potencialfiiggvényt, melyre ¢(0;0) = 0. Szamitsa
ki a B(0;0) és B(1;1) pontok kozotti egyenes szakaszon végzett munkat!

Az F er6tér konzervativ, hiszen d,F, = 0, F,;:

0 a0y
5(2)6)}) =2x = ax(x + 2y).
A potencilfiiggvény:
3 n x y
o) = [ R+ [ B = [ avags [(©@+man=wy ey
0 0 0 0

A végzett munka:

f (F;dr) = ¢(1;1) — ¢(0;0) =12 - 14+ 12 -0 = 2.
(0;0)—=(1;1)

Ha az er6tér nem lenne konzervativ, akkor el6szor a két pontot 6sszekotd szakasz paramé-
terezését kellene megadni:

=i e wo-}]

A végzett munka:

1 1 2t2 1 1
F;dr) = F(y(t)); y(t))ydt = <[ ][ ]>dt = | (3t*+2t)dt =2.
[ = [ woosora= [ (|2 )] ])e= |

5.2. Elektrosztatikus tér vizsgalata

Egy Q = 8,857 mC nagysagu ponttoltés kozelében az elektrosztatikus tér:

Q r —12
E(r) = —<— — —885-1 F/m.
(r) PP r#0 €y = 8,85-10 /m
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A vektormez6 konzervativ, hiszen az értelmezési tartomanyan (R \ {0}) 6rvénymentes:

Q
47150 (x2+y2+z2)3/2 473-0 2(x2+y23+z2)5/2( Yz — 2zY)
rot E(r) = 4mo (x2+y2+z2)3 5| = 4750 2oty (2zx —2xz) | = 0.
477.'80 (x2+y2+422)3/2 areg 2(x2+y2+2z2)5/2 (2xy — 2yx)
A gombszimmetria miatt:
Q
E(r)=|E = .
() = B0 = =
Ennek r szerinti primitiv fliggvénye:
Q
O(r) = —
" dregr
A potencidlfiiggvény tehat:
Q
r)=®o(r|) = — .
p(r) = @(lrl) =~

A mez6 altal végzett munka a B (1;0;0) és B(2;0;0) pontok kozott:

Q 1 Q
Winezs = q f (E;dr) = q(p(2;0;0) — ¢(1;0;0)) = — <_§ + 1) - 8‘1?,
(1;0;0)~(2;0;0) s 0
A toltés altal végzett munka ennek ellentettje:
qQ
Wisies = —Wmezs = _E = —125J.

5.3. Aramjarta vezetd

Egy nagyon hosszu, d&ramjarta vezetd belsejében a magneses indukcio jo kozelitéssel linea-
risan valtozik a keresztmetszetben:

B(r) = (ky)i+ (=kx) j + (0) k
A vektormezoének 1étezik vektorpotencidlja, hiszen divB = 0:
divB(r) = i(k )+ i(—kx) + i(0) =04+0+0=0
T YT 5y 9z~ = =
Keressiik a B = rot A alaku vektorpotenciélt, ahol A, = 0. Ekkor:
V4 V4
Ay =f By(x;y;§)d¢ =f —kxd¢ = —kxz,
0 z 0 pe z
A== [ Bluyoac+ [ BG00ds == [ kydg+o=kyz
0 0 0

Mivel B mértékegysége a T, igy k mértékegysége Tm™".
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5.4. Aramlé6 folyadék keresztmetszet menti cirkulacidja

Egy R = 1 sugaru, kor keresztmetszetd, z tengellyel egybees6 szimmetriavonalii hengerben
aramlo folyadék sebességét a

v =Cxy+2)i+(X*+2)j+—-x)k

vektormezd irja le. A z = 1 sikban 1év6 keresztmetszet menti cirkulaci6 kiszdmitdsahoz
alkalmazzuk a Stokes-tételt:

95 (v;dr) = f (rotv; 0)dS.
38 s
A sebességmezd rotaciodja:

2xy+z 1-1 0
rotv(r) = x| x>+z|=| 1+1 |[=]|2].
2x — 2x 0

A kor keresztmetszet normalvektora a z tengely irdnydba mutat, igy a cirkulacio6 zérus.

Ha ezt nem vettiik volna észre, akkor a feliilet paraméterezése:

scost coSst —ssint 0
. € [0;1] d¢ .
o(s;t) = | ssint |, , n=—=—=X—=|sint|Xx | scost |=]|0]{.
1 € [0;27] ds = ot 0 0 S

Az integral értéke:

[[worwias = [ /<HH> [ [ owa-o
S 0 0 0 S 0 0

Ha a Stokes-tételt sem ismerjiik, akkor a kor keriiletének paraméterezése:

cost —sint
y(t) = |sint|, te€[0;2x], y(t)=| cost
1 0

A vektormez6 dtparaméterezése:

2costsint +1
v(y(t) =| cos?t+1
sint — cost
Az integral értéke:
27

(u(y(0); (1)) dt

27

(2costsint + 1)(—sint) + (cos®t + 1) cost + (sint — cost) - 0dt

(v;dr) =
8

27
—2costsin®t —sint + cos®t + costdt =

Il
S S— —
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5.5. Forgasparaboloid peremén vett integral

Jelolje 8 az x*+y*—z% = 1 egyenlet(i forgashiperboloid z = —1 és z = 1 sikok kizotti részét.
Hatarozza meg a v(r) = (x2)1 + (y*) j + (z*) k vektormez6 S peremén vett integraljat!

Hasznaljuk a Stokes-tételt. A vektormezd rotéciodja:
Oy x2 0-0 0
rotv(r) = |9, | X 0-0 0
0, z4 0-0 0

A Stokes-tétel alapjan:
96 (v;dr) = / (rotv;dS) = / (0; dS)
08 8

Amennyiben a Stokes-tételt nem ismerjiik, akkor a peremkorok paraméterezése:

cost —sint
712() = |sint |, t€[0;2x], y1,(t) =] cost |.
*1 0

A vektormez6 dtparaméterezése:
cos? t cos? t
v(r12(0) = sin®t | =|sin’t].
(x1)* 1

A z = 1 sikon 1év6 kor menti integral:

b

27T
(v; dr) = f OO (D) dt
0

2z [[cos®t] [—sint
= / sin®t|;| cost dt
0 1 0

27
=f —cos?tsint +sin®tcost + 0dt = 0.
0

1

A z = —1 sikon 1év6 kor menti integral:

27
(v; dr) = f OO 72O} dt
0

2z [[cos?t] [—sint
= / sin®t|;| cost |)dt
0 1 0

2
=/ —cos?tsint +sin®tcost + 0dt =
0

G

A két integral 6sszege 0, ami megegyezik a Stokes-tétel segitségével kapott eredménnyel.
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5.6. Haromszogvonal menti integral

Integralja a v(r) = (y?)i + (z%) j + (x?) k vektormezét az A(1;0;0), B(0;1;0) és C(0;0;1)
csucsokkal meghatarozott hdromszégvonal mentén!

Alkalmazzuk a Stokes-tételt. A vektormezd rotacidja:

Oy y? -2z
rotv(r) = |9y [ x | 22| = [ —2x|.
8, x2 -2y

A haromszog 4ltal meghatdrozott tértartoméany paraméterezése:
S 1 0
s € [0;1] de O¢
o(s;t) = t : as n==x==[0]|x]|1][=
l—s—p t€[0;1~—5s] os at | _,; 1

Az integral értéke:

fL(rotv;dS) = £1£1_5<[_2(1:_§§_t)];E]>dtds
1 pl-s

I

0

—2 4+ 25+ 2t —2s — 2tdtds

I
S— S—

1 1-s

1
—2dtds=f —2(1—-s)ds=-2+4+1=-1.
0

Ha a Stokes-tételt nem ismerjiik, akkor a hdromszog éleinek paraméterezése:

[1—¢] [—1] t?
vap®) =1 t |, t€[0;1], ya®)=| 1|, v(yap®) = [ 0 ,
0 (1—1t)*]
0 (1-1)2]
yec(®) =|1—t|, t€[0;1], ypc(®)=|-1], v(rpc(®)) = [ t ,
r ] [ 1 0
t 1] 0
Yea(®) =] 0 [, t€[0;1], ycalt)= [ 0, v(yca(®)= [(1 - t)2]~
[1—¢ -1 t2

Az egyes ¢élek menti integralok:

1 1 /[ t? [—1 1
1
’d - ;' d — : d — _2d =,
(v: ) fo (O ap(O): Fan(O) dt fo <(13t)2] (1)]> t fo Par= -
1 1 /fA=0)?1T0 1 1
’d = a d = 2 | — d = —_ 2d = -,
(v:dr) fo W(rpc(0)); 7pe(D)) dt fo < ’ ] _11]> t fo P = -1
1 1 0 1 1
;dr) = 37 dr = — 1) |; dt= [ —2de=—2.
(v:dr) ]0 WFea®): Feal®) dt fo <[(1 tzt)] [ _01]> ¢ fo P =1
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