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Feliiletek, feliileti integral

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. szeptember 29.

4.1. Elméleti attekinto

Definicié 4.1 : Regularis feliilet

Legyen 8§ C R3. Azt mondjuk, hogy az 8 regularis feliilet, ha Vp € 8 ponthoz meg-
adhato olyan p-t tartalmaz6 V C R3 nyilt halmaz és ¢ : U C R?> — 8 n V leképezés,
melyre teljestilnek az aldbbiak:

« ¢ differencidlhaté homeomorfizmus,

« ¢ immerzi6 (derivalt leképezése injektiv).
Ha ezek teljesiilnek, akkor ¢-t parametracionak, V' N 8-t koordinatakornyezetnek ne-
vezziik.

Definicié 4.2 : Elemi feliilet

Ag : U C R? - 8 C R? elemi feliilet, ha ¢ legaldbb egyszer differencidlhat6 és
injektiv.

Definicié 4.3 : Felszin

Legyen ¢ : U C R? —» 8§ C R3 elemi feliilet. Ekkor a § feliilet felszine:

A:ff”a—?xa—?“dsdt.
- ds = Ot

Definici6é 4.4 : Skalarmezo skalarérékii feliiletmenti integralja

Legyen ¢(r) : R> — R skaldarmez6, ¢ : U — 8 paraméterezett feliilet, ahol s;t € U
a feliilet paraméterezése, o(U) = § a feliilet képe, dS = |00 X J;¢|| dsdt, Ekkor a ¢
skalarmezd S feliilet menti integralja:

f/s o(r)ds = fo (o(s; 1)) H‘;_i x aa_i“ Sl

Amennyiben a fekiilet z = ®(x; y) alakban van megadva, akkor:

[[wres = [ otsiviataym/i+@or+@2dxay,
S U
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Definici6é 4.5 : Vektormezo skalar- és vektorértékii feliiletmenti integralja

Legyen v(r) : R® — R3 vektormezd, ¢ : U — 8 paraméterezett feliilet, ahol s;¢t € U
a feliilet paraméterezése, ¢(U) = S a feliilet képe, dS = ndS = d,¢ X d;odsdt, it =
(050 X 0;0)/ 1950 X 0;¢||. Ekkor a v vektormezé S feliilet menti...

« skalarértékd integralja: [/ (uv(r);dS) = [[ <v(9(s; t));g—e X ?> dsdt,
s U S t

« vektorértékd integralja: ff v(r)xdS = // v(e(s;t)) X (6_9 X %) dsdt.
a - ds Ot

Vektormez6 feliiletmenti integraljat fluxusnak is nevezziik. Példaul a magneses fluxus
a magneses indukcié vektormezdéjének feliilletmenti integralja:

op = ffs (B(r):dS).

A feliileti normalis iranyitottsaga

Egy ¢ : (s;t) € U — S paraméterezett feliilet...

« kifelé mutaté normdlisa: n,; = g—i X g—i,
« befelé mutatd normadlisa: n,,, = g—i X g—i

Feliilet befelé és kifelé mutaté normadlisa azonos nagysagu, de ellentétes iranyu.

Koordinata-transzformaciok

[y
. X =rcosgQ r € [0;R] B N
LT y =rsing @ € [0;27) Il =r 4
X
X =rcosg r € [0;R] z
« Henger: y=rsing pel0;2r] J=r
Z=2Z zeR

x =rsinpcosd r € [0;R]
+ Gomb: y=rsingsind ¢ € [0;7] |J| = r?sing
Z =TrCoSp 9 € [0;27]

2 /4



Matematika G3(BMETE94BGO03) Vektoranalizis — Feliiletek, feliileti integral

Feliiletek paraméterezése

[scost

« Korlap: o(s;t) = | ssint ‘: 2 {8’ ;]71-]
(xy sik) | 0 ’
[ascost
L ) s e [0;1] z
« Ellipszislap: o(s;t) = | bssint
(xy sik) 0 t € [0,27] an y
- i
X
N s s€ D,
Hengerfeliilet: ¢(s;t) = ry(s) + tn t € [0.7] n ii
[ scost seD z
« Forgasfeliilet:  ¢(s;t) = | ssint el O'f 27]
(z tengely kortil) | f(s) ’ y
(z = f(x)) x
[Rsinscost]| s € [0;7]
« Gombfeliilet: o(s;t) = | Rsinssint ’
R cos s t € [0,27]
[asinscost] s € [0:7]
» Ellipszoid: s;t) = | bsinssint ’
P o(s;t) ens t € [0,27]
(R + rcoss)cost
. . s € [0;27]
o Torusz: s;t) = (R+rcoss)sint
e(s;0) = | ( o S) t € [0,27]
scost Z
. N . s e [0;U]
Kup: o(s;t) = | ssint t € [0.27]
o y
X
(R + scost))cost o
« Mobius-szalag: ¢(s;t) = | (R + scost/2)sint s € [=5; 5]
s sinth t € [0,27]
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4.2. Feladatok

1. Szamitsuk ki a megadott feliiletek felszinét!
a) z = x? + y? forgdsparaboloid z = 1 és z = 4 sikok kizé es6 része,
b) o(s;t) = (eScost)i+ (e’sint) j + (s)k, s € (—0;0], t € [0;27].
2. Integrélja a skalarmezdéket a megadott feliileteken!
a) o(r) = x* + y?, az egységgdmb z > 0 részén,
b) P(r) =x+y+z a2x + 2y + z = 4sik els6 térnyolcadba tartozé részén.
3. Integrélja a vektormezdket a megadott feliileteken! A normalis kifelé mutaté legyen!

cur)=(x+)i+x-y)j+@Ek,
os;)=(s+Di+(s—DJ+(s*— )k (s0) € [0;1]%,
c v =P +2)i+ (P +20)j+ (24K,
r = 2 sugaru, x = 2 sikon 1év6 koron.
4. Adjamegav(r) = (x)i+(—y) j+(z) k vektormez6 ¢(s; t) = (s+2t) i+(t) j+(s—1) k,

s € [0;3], t € [0;1] feliileten vett vektorérték integraljat! A normalis irdnyitottsaga
legyen kifelé mutatd!
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