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E§ Gorbék, gorbementi integral

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. szeptember 08.

3.1. Elméleti attekinto

Gorbék paraméterezése:

- Egyenes: y(t) =ry+tv teR

» Szakasz: y(t) =ry+t(r; —rp) t €[0;1]

rcost
« Korvonal: y(t) = |rsint t € [0;27]
0
acost
« Ellipszis: y(t) = | bsint t € [0;27]
0
acost
« Spiral: y(t) = | asint teR
bt
bl a Y
x

Definicié 3.1 : Regularis gorbe

Legyen I C R nem feltétleniil korlatos intervallum. Ekkoraz y : I — € C R immer-
ziot reguléris gorbének nevezziik.

Definicié 3.2 : Sebesség- és gyorsulasvektor

Legyeny : I — € C R3 reguldris gorbe. Ekkor a y(t) és 7(t) vektorokat a gorbe
sebesség- és gyorsuldsvektoranak nevezziik.
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Definicié 3.3 : Palyasebesség, ivhossz

Av:ICR - R, t - |y(t)| fliggvényt palyasebességnek hivjuk.

A palyasebesség I feletti integraljat a gorbe ivhosszanak nevezziik:

L(t) = f 7o) dt = / ds.
I I

Gorbe ivhossz szerinti paraméteretése

Legyen y : I — C regularis gorbe, L(t) pedig a gorbe ivhossza. Ekkor a gorbe ivhossz
szerinti paraméterezése

7L [0; L(max(I))] — €, ahol y1(s) = y(L™'(s)).

Az ivhossz szerinti paraméterezést gorbe sebességvektora egységvektor: ||y.(s)|| = 1.

Definicié 3.4 : Skalarmezo6 gorbe menti skalarértékii integralja

Legyen ¢(r) : R®> — R skaldrmez6, y : I — € paraméterezett gorbe, ahol ¢ € I a gorbe
paraméterezése, y(I) = C a gorbe képe, ds = ||y(¢t)| dt. Ekkor a ¢ skaldrmezé gorbe
menti skalarérték integralja

fqo(r) ds = f@()’(t)) l7(0)] dt.
& T

Definicié 3.5 : Vektormezo gorbe menti skalar- és vektorértékii integralja

Legyen v(r) : R® — R3 vektormez6, y : I — € paraméterezett gorbe, ahol t € I
a gorbe paraméterezése, y(I) = C a gorbe képe, dr = y(t) dt. Ekkor a v vektormez6
gorbe menti

« skalarértékd integralja: / (v(r);ds) = f (v(y(1)); y(t))dt,
e T

« vektorértékd integralja: f
e

Tétel 3.1 : Gradiens-tétel

Legyen ¢ : U C R3 — R differencidlhat6 skalarmezd, y : [a;b] — € C U, t — y(¢)
folytonos gorbe, y(a) = p, y(b) = q pedig a gorbe kezd6 és végpontja. Ekkor:

v(r) xds = f v(y(t)) x y(t)dt.
1

f (rad )3y = o) — p():
@

Vagyis, ha egy vektormezd valamely skalarmez6 gradiense, akkor annak barmely foly-
tonos gorbe mentén vett integralja csak a kezdé- és végpontoktol fiigg.
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3.2. Feladatok

1. Szamitsa ki a megadott gorbék ivhosszat az adott intervallumon!
2) (M) =i+ (6r2/2)j+ @)k, te[02]
b) 7,(t) = (tcost)i+ (tsint) j, te[0;1]
) 75(t) = (el cost)i + (elsint) j + (e k, te[0;27]
d) 7,() =t —sint)i+ (1 —cost) j, te][0;27]

2. Adjamegay(t) = (t+3)i+(t2/2) j+ ((2\/5/ 3)t*2) k gorbe egységsebességii paramé-
terezeéseét!

3. Integralja a sakldrmezdket a megadott gorbék mentén!

a) o(r) =1+4x2+16yz, y()=Oi+E)j+(Hk, te[0;1]
b) ¥(r) =2x, a(3;0)és(0;4) pontokat 6sszekotd szakasz mentén
c) x(r) = x*>+y?, els6 siknegyedbeli egységkoriven, pozitiv iranyitdssal
d) w(r) =x%+y? r=2sugaru, origd kdzéppontu, pozitiv iranyitast korén
4. Szamitsa ki az aladbbi vektormezdk skalarértékd integraljat az adott gorbék mentén!
D ur)=Q0+2)i+Ex+2)j+x+nk, yO)=®)i+ () j+ )k, te[0;1]
b) v(r) = (=yz)i+(xz) J+(3+y*) k, y(t) = (cost)i+(sint) j+(2H) k, t € [0;2]
¢) wr) = )i+ (x)f, az(1;0) pontbol a (0;2) pontba
« egy egyenes szakasz mentén
« origd kozéppontu ellipszis mentén

5. Adjamegav(r) = (y?—x2) i+(2yz) j+(—x?) kvektormezd y(t) = () i+(t?) j+ () k,
t € [0; 1] gbrbe menti vektorértékd integraljat!
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