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Görbék, görbementi integrál
Matematika G3 – Vektoranalízis
Utoljára frissítve: 2025. szeptember 22.

3.1. Görbék ívhossza

a) 𝜸1(𝑡) = (𝑡) ̂𝒊 + (√6𝑡2/2) ̂𝒋 + (𝑡3) 𝒌̂, 𝑡 ∈ [0; 2]

𝐿 = ∫
2

0
‖ ̇𝜸1(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

2

0
√12 + (√6𝑡)2 + (3𝑡)2 d𝑡 = ∫

2

0
√1 + 6𝑡2 + 9𝑡4 d𝑡

= ∫
2

0
1 + 3𝑡2 d𝑡 = [𝑡 + 𝑡3]20 = 10

b) 𝜸2(𝑡) = (𝑡 cos 𝑡) ̂𝒊 + (𝑡 sin 𝑡) ̂𝒋, 𝑡 ∈ [0; 1]

𝐿 = ∫
1

0
‖ ̇𝜸2(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

1

0
√(cos 𝑡 − 𝑡 sin 𝑡)2 + (sin 𝑡 + 𝑡 cos 𝑡)2 d𝑡

= ∫
1

0
√1 + 𝑡2 d𝑡 = ∫

ᵆ2

ᵆ1
cosh𝑢√1 + sinh2 𝑢 d𝑢 = ∫

ᵆ2

ᵆ1
cosh2 𝑢 d𝑢

= ∫
ᵆ2

ᵆ1

1 + cosh 2𝑢
2 d𝑢 = [𝑢2 +

sinh 2𝑢
4 ]

ᵆ2

ᵆ1
= [arsinh 𝑡2 + 𝑡√𝑡2 + 1

2 ]
1

0

= arsinh 1 + √2
2 ≈ 1,1478

c) 𝜸3(𝑡) = (𝑒𝑡 cos 𝑡) ̂𝒊 + (𝑒𝑡 sin 𝑡) ̂𝒋 + (𝑒𝑡) 𝒌̂, 𝑡 ∈ [0; 2𝜋]

𝐿 = ∫
2𝜋

0
‖ ̇𝜸3(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

2𝜋

0
√𝑒2𝑡(cos 𝑡 − sin 𝑡) + 𝑒2𝑡(sin 𝑡 + cos 𝑡) + 𝑒4𝑡 d𝑡

= ∫
2𝜋

0
√3𝑒𝑡 d𝑡 = [√3𝑒𝑡]

2𝜋

0
= √3(𝑒2𝜋 − 1) ≈ 925,7667

d) 𝜸4(𝑡) = (𝑡 − sin 𝑡) ̂𝒊 + (1 − cos 𝑡) ̂𝒋, 𝑡 ∈ [0; 2𝜋]

𝐿 = ∫
2𝜋

0
‖ ̇𝜸4(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

2𝜋

0
√(1 − cos 𝑡)2 + sin2 𝑡 d𝑡

= ∫
2𝜋

0
√1− 2 cos 𝑡 + cos2 𝑡 + sin2 𝑡 d𝑡 = ∫

2𝜋

0
√2 − 2 cos 𝑡 d𝑡

= ∫
2𝜋

0
√4 sin2 𝑡2 d𝑡 = 2∫

2𝜋

0
sin 𝑡

2 d𝑡 = [−4 cos 𝑡2]
2𝜋

0
= 8
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3.2. Ívhossz szerinti paraméterezés

Adjameg a𝜸(𝑡) = (𝑡+3) ̂𝒊+(𝑡2/2) ̂𝒋+((2√2/3)𝑡3/2) 𝒌̂ görbe egységsebességű paraméterezését!

A görbe sebességvektora, és ennek abszolóz értéke:

̇𝜸(𝑡) = [
1
𝑡

√2𝑡
] ⇒ ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ = √1 + 2𝑡 + 𝑡2 = |1 + 𝑡|.

Az ívhossz szerinti integrál:

𝐿(𝑡) = ∫
𝑡

0
|1 + 𝜏| d𝜏 = ∫

𝑡

0
(1 + 𝜏) d𝜏 = 𝑡 + 𝑡2

2 .

Ennek inverze:
𝑡(𝐿) = −1 + √1 + 2𝐿.

Az egységsebességű paraméterezés:

𝜸𝑠(𝐿) =
⎡
⎢
⎢
⎣

−1 + √1 + 2𝐿 + 3
(−1 + √1 + 2𝐿)2/2

(2√2/3)(−1 + √1 + 2𝐿)3/2

⎤
⎥
⎥
⎦

3.3. Skalármezők görbe menti skalárértékű integrálja

a) 𝜑(𝒓) = √1 + 4𝑥2 + 16𝑦𝑧, 𝜸(𝑡) = (𝑡) ̂𝒊 + (𝑡2) ̂𝒋 + (𝑡4) 𝒌̂, 𝑡 ∈ [0; 1]

∫
𝛾
𝜑(𝒓) d𝑠 = ∫

1

0
𝜑(𝜸(𝑡)) ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

1

0
√1 + 4𝑡2 + 16𝑡6√12 + (2𝑡)2 + (4𝑡3)2 d𝑡

= ∫
1

0
1 + 4𝑡2 + 16𝑡6 d𝑡 = [𝑡 + 4

3𝑡
3 + 16

7 𝑡
7]
1

0
= 1 + 4

3 +
16
7 = 97

21

b) 𝜓(𝒓) = 2𝑥, a (3; 0) és (0; 4) pontokat összekötő szakasz mentén

A szakasz paraméteres egyenlete és annak deriváltja:

𝜸(𝑡) = [30] + 𝑡 [0 − 3
4 − 0] = [3 − 3𝑡

4𝑡 ] , 𝑡 ∈ [0,1], ̇𝜸(𝑡) = [−34 ] , ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ = 5.

Végezzük el az integrálást:

∫
𝛾
𝜓(𝒓) d𝑠 = ∫

1

0
𝜓(𝜸(𝑡)) ‖𝜸‖ d𝑡 = ∫

1

0
2(3 − 3𝑡) ⋅ 5 d𝑡 = 30 [𝑡 − 𝑡2

2 ]
1

0
= 15.

c) 𝜒(𝒓) = 𝑥2 + 𝑦2, első síknegyedbeli egységköríven, pozitív irányítással
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A görbe paraméteres egyenlete és annak deriváltja:

𝜸(𝑡) = [cos 𝑡sin 𝑡] , 𝑡 ∈ [0, 𝜋/2], ̇𝜸(𝑡) = [− sin 𝑡cos 𝑡 ] , ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ = 1.

Végezzük el az integrálást:

∫
𝛾
𝜒(𝒓) d𝑠 = ∫

𝜋/2

0
𝜒(𝜸(𝑡)) ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

𝜋/2

0
(cos2 𝑡 + sin2 𝑡) d𝑡 = ∫

𝜋/2

0
d𝑡 = 𝜋

2 .

d) 𝜔(𝒓) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑟 = 2 sugarú, origó középpontú, pozitív irányítású körön

A görbe paraméteres egyenlete és annak deriváltja:

𝜸(𝑡) = [2 cos 𝑡2𝑠𝑖𝑛𝑡 ] , 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], ̇𝜸(𝑡) = [−2 sin 𝑡2 cos 𝑡 ] , ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ = 2.

Végezzük el az integrálást:

∫
𝛾
𝜔(𝒓) d𝑠 = ∫

2𝜋

0
𝜔(𝜸(𝑡)) ‖ ̇𝜸(𝑡)‖ d𝑡 = ∫

2𝜋

0
(4 cos2 𝑡 + 4 sin2 𝑡) ⋅ 2 d𝑡 = ∫

2𝜋

0
8 d𝑡 = 16𝜋.

3.4. Vektormezők görbe menti skalárértékű integrálja

a) 𝒖(𝒓) = (𝑦 + 𝑧) ̂𝒊 + (𝑥 + 𝑧) ̂𝒋 + (𝑥 + 𝑦) 𝒌̂, 𝜸(𝑡) = (𝑡) ̂𝒊 + (𝑡2) ̂𝒋 + (𝑡3) 𝒌̂, 𝑡 ∈ [0; 1]

∫
𝛾
⟨𝒖(𝒓); d𝐫⟩ = ∫

1

0
⟨𝒖(𝜸(𝑡)); ̇𝜸(𝑡)⟩ d𝑡 = ∫

1

0
[
𝑡2 + 𝑡3
𝑡 + 𝑡3
𝑡 + 𝑡2

]

⊤

[
1
2𝑡
3𝑡2

] d𝑡

= ∫
1

0
(𝑡2 + 𝑡3 + 2𝑡2 + 2𝑡4 + 3𝑡3 + 3𝑡4) d𝑡

= ∫
1

0
(3𝑡2 + 4𝑡3 + 5𝑡4) d𝑡 = [𝑡3 + 𝑡4 + 𝑡5]10 = 3

b) 𝒗(𝒓) = (−𝑦𝑧) ̂𝒊 + (𝑥𝑧) ̂𝒋 + (𝑥2 + 𝑦2) 𝒌̂, 𝜸(𝑡) = (cos 𝑡) ̂𝒊 + (sin 𝑡) ̂𝒋 + (2𝑡) 𝒌̂, 𝑡 ∈ [0; 2]

∫
𝛾
⟨𝒗(𝒓); d𝐫⟩ = ∫

2

0
⟨𝒗(𝜸(𝑡)); ̇𝜸(𝑡)⟩ d𝑡 = ∫

2

0
[

−2𝑡 sin 𝑡
2𝑡 cos 𝑡

cos2 𝑡 + sin2 𝑡
]

⊤

[
− sin 𝑡
cos 𝑡
2

] d𝑡

= ∫
2

0
2𝑡(sin2 𝑡 + cos2 𝑡) + 2(cos2 𝑡 + sin2 𝑡) d𝑡

= ∫
2

0
2𝑡 + 2 d𝑡 = [𝑡2 + 2𝑡]20 = 8

c) 𝒘(𝒓) = (𝑦) ̂𝒊 + (𝑥) ̂𝒋, az (1; 0) pontból a (0; 2) pontba
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• Az egyenes szakasz mentén:

𝜸(𝑡) = [10] + 𝑡 [0 − 1
2 − 0] = [1 − 𝑡

2𝑡 ] , 𝑡 ∈ [0; 1], ̇𝜸(𝑡) = [−12 ]

∫
1

0
[ 2𝑡
1 − 𝑡]

⊤

[−12 ] d𝑡 = ∫
1

0
(−2𝑡 + 2 − 2𝑡) d𝑡 = ∫

1

0
2 − 4𝑡 d𝑡 = [2𝑡 − 2𝑡2]10 = 0

• Az ellipszis mentén:

𝜸(𝑡) = [ cos 𝑡2 sin 𝑡] , 𝑡 ∈ [0; 𝜋/2], ̇𝜸𝑟(𝑡) = [− sin 𝑡2 cos 𝑡]

∫
𝜋/2

0
[2 sin 𝑡cos 𝑡 ]

⊤

[− sin 𝑡2 cos 𝑡] d𝑡 = 2∫
𝜋/2

0
(cos2 𝑡 − sin2 𝑡) d𝑡 = 2∫

𝜋/2

0
cos 2𝑡 d𝑡 = 2 [sin 2𝑡2 ]

𝜋/2

0
= 0

• A gradiens-tételt felhasználva: a𝒘(𝒓) vektormező potenciálfüggvénye:

𝜑(𝒓) = 𝑥𝑦, grad𝜑(𝒓) = 𝒘(𝒓).

A gradiens-tétel szerint a görbementi integrál értéke csak a kezdő- és végponttól
függ, ezért a két pontot összekötő tetszőleges görbe mentén az integrál értéke:

∫
𝛾
⟨𝒘(𝒓); d𝐫⟩ = 𝜑(0; 2) − 𝜑(1; 0) = 0 − 0 = 0.

3.5. Vektormező görbementi vektorértékű integrálja

Adja meg a 𝒗(𝒓) = (𝑦2 − 𝑥2) ̂𝒊 + (2𝑦𝑧) ̂𝒋 + (−𝑥2) 𝒌̂ vektormező 𝜸(𝑡) = (𝑡) ̂𝒊 + (𝑡2) ̂𝒋 + (𝑡3) 𝒌̂,
𝑡 ∈ [0; 1] görbe menti vektorértékű integrálját!

∫
𝒞
𝒗(𝒓) × d𝐫 = ∫

1

0
𝒗(𝜸(𝑡)) × ̇𝜸(𝑡) d𝑡 = ∫

1

0
[
𝑡4 − 𝑡2
2𝑡5
−𝑡2

] × [
1
2𝑡
3𝑡2

] d𝑡

= ∫
1

0
[

6𝑡7 + 2𝑡3
−𝑡2 − 3𝑡6 + 3𝑡4

−2𝑡3
] d𝑡 = ⋯ = [

5/4
−17/105
−1/2

]
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