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Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. szeptember 06.

2.1. Elméleti Attekintd

Definicié 2.1 : Nabla-operator

Az R"-beli Descartes-koordindtarendszerben, ahol x = (x;; X,; ... ; X,,) egy tetszbleges
pont koordinatai, a standard bazis pedig {é;; é,; ... ; é,,} a Nabla egy olyan formalis dif-
ferencidloperator, melynek koordinatai a parcialis derivalt operatorok, vagyis:

n T
0 (a8 4 3
V=Yg~ = - w)

Differencialoperatorok:

Legyen v(r) : R3 — R3 vektormez6, ¢(r) : R3> — R skalarmezé, ahol r az R3-beli
Descartes koordinéata-rendszerben r = (x;y; z).

Rotacio Divergencia Gradiens
rotv divo grad ¢
VXxuv (V;v) V-p
a, Uy ﬂ [vx Ox®p
ay X |vy, ay s vy aygo
o] vz 6, ] [vz 07
D, =R3 D, =R? D, =R?
R, =R3 R, =R3 Ry, =R
Rroto = R? Raivo =R Roradp = R?

Specidlis esetek:
« hadivv = 0, akkor a vektromez6 forrasmentes,

« harotv = 0, akkor a vektromezd orvénymentes.

Definicié 2.2 : Laplace-operator

A Laplace-operator egy masodrendu differencidloperator az n dimenziés térben. Meg-
adja egy skalarmezd gradiensének divergencidjat, azaz:

Ap = (V;V)p = divgrad ¢.
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I&; ¥ : R® — R skalarmezdk, u;v;w : R® — R3 vektormezdk, L;u € R pedig
skalarok.

« Teljesiil a linearitas:
grad(A® +uv) = A grad® + u grad¥
rotf(Av +uw)=Arotv + u rotw
divdv + pw) =1 dive + u divw

o ZErussag:
rotgrad® =0
divrotv =0

« Derivalési szabalyokhoz hasonlé:
grad(PV¥) =@ grad?¥ + ¥ grad @
div(®v) = @ divv + (v; grad @)
rot (¢ v) = @ rotv — v X grad @

« Egyéb szabalyok:
rotrotv = graddivv — Av
rot(u X v) = u divvo — v divu + (Du)v — (Dv)u
div(u X v) = (v;rotu) — (u;rotv)
grad ((u; v)) = (Du)v + (Dv)u + v X rotu + u X rotv

Definicié 2.3 : Skalarpotencialossag

Egyv : V — Vvektormezd skalarpotencidlos, ha létezik olyan ¢ : V' — R skaldrmez,
hogy v = grad ¢.

Definicié 2.4 : Vektorpotencialossag

Egy v : V — Vvektormezd vektorpotencidlos, ha 1étezik olyan u : V' — V vektorme-
z6, hogy v = rotu.

Tétel 2.1 : Orvény- és forrasmentesség

Legyen v : V — V mindenhol értelmezett, legalabb egyszer differencidlhaté vektor-
mezd. Ekkor:

« v skalarpotencidlos < rotv = 0, hiszen rotgrad ¢ = 0, (6rvénymentes)

« v vektorpotencidlos < divv = 0, hiszen divrotu = 0. (forrasmentes)
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Potencialfiiggvények szamitasa:

Legyen ¢ skalarmez6 v vektormezd skalarpotencidlja. Ebben az esetben tudjuk, hogy
v = grad ¢, vagyis

o= (2222, .a_<o)T
“\dx;’0x,” " dx,)

Ilyen esetben a potencialfiiggvény az alabbi médon szdmithato:

V(r):f 1v(§;x2;...;xn)d§+f Zv(O;§;...;xn)d§+---+f nv(O;O;...;§)d§.
0 0 0

Legyen u vektormez6 v vektormezd vektorpotencidlja. A potenciél szdmtalan alakban
eléallhat, ezért keressiik ezt az alabbi alakban:

u = (Uy; Uy; 0)T

A potencidl komponensei az aldbbi médon szamithatéak:

Uy = \/OA Uy(X;Y§ g) dga Uy = \/0‘ Uz(g;% O) dg - L UX(X;y; g) dg

Hatarozzuk meg a v(r) = (yz)i + (zx) j + (xy) k vektormez6 skalar- és vektorpoten-
cialjat!

A vektormez6 rotacidja rotv = 0, vagyis 3V(r) : v = gradV, ahol V a vektormezé
skal4rpotencidlja.

X y z
V) = f ()i 4 f 0,(0: £:2) dE + f 0,005 £) d&
0 0

x y z 0
=/ yzd§+f 0~zd§+f 0-0d¢ = xyz.
0 0 0

A vektormez6 divergencidja divv = 0, vagyis u(r) : v = rotu, ahol u a vektormezd
vektorpotencidlja.

Keressiik a potencialt u = (u,)i + (uy,) Jj + (0) k alakban! Ekkor:

z Z 1
x = (a ; )d = d¢ == 2’
u fovyxyg ¢ f0x§§ %z
uy=_/0 ”z(§;y;0)d§_f0 ”x(x;y;g)d§=f0 §yd§—f0 yg”dg:%ny_%yzz.

A potencialok tehat:

! xz?
V(r) = xyz, u(r) = 5 x2y —yz?|.
0
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2.2. Feladatok

1. Szamitsa ki az alabbi skalarmezd6k gradiensét! Hattassa a fiiggvényekre a Laplace-
operatort is!

a) o(r) = 6xY + sin e?

b) ¥@r) =r?/2

c) x(r)=xy+xz+yz

d) w(r) =2x%y + xz> + 6y

2. Szamitsa ki az alabbi vektormez6k divergencidjat és rotacidjat! Hol lesznek forras-
mentesek, illetve orvénymentesek?

a) v(ir)=r

b) w(r) = Bxy 4+ z2) i+ (6€?) j + (=5x) k

¢) u(r) = (In(xy/z)) i + (In(yz/x)) j + (In(zx/y)) k

d) s(r) = a|r| + [|la|r (a € R?)

3. Bizonyitsa be a kdvetkezd azonossdgokat, amennyiben ¢, 1 skalarmezdk, v, w pedig
vektormezdk!

a) rotgrad® =0

b) divrotv =0

c) grad(®V) = ¢ grad ¥ + ¥ grad ¢

d) A(PVY) = (AP + 2(grad ; grad V) + V(AD)
e) div(Pv) = (grad ®;v) + ¢divo

f) div(v X w) = (rot v; w) — (v; rot w)

4. Vizsgalja meg, hogy az alabbi vektormezdk skalar- illetve vektorpotencidlisak-e! Ha
igen, adja meg a potencidlfiiggvényeket! A valos konsztansokat legyenek zérusak,
valamint a vektorpotencidlt - amennyiben létezik — olyan m6don adja meg, hogy a
harmadik komponense zérus legyen.

A vr)=0+2)i+x+2)j+x+yk
b) w(r) = (XYY i + (eXT5"Y cosy) f + (0) k

o) u(r) = (2zx3)i + (32) j + (-3x*z2) k
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