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Operátorok, Potenciálosság
Matematika G3 – Vektoranalízis
Utoljára frissítve: 2025. szeptember 07.

2.1. Skalármezők gradiense és Laplace

a) 𝜑(𝒓) = 6𝑥𝑦 + sin 𝑒𝑧

grad𝜑 = ∇𝜑 = (
𝜕𝜑
𝜕𝑥 ;

𝜕𝜑
𝜕𝑦 ;

𝜕𝜑
𝜕𝑧 )

⊤
= [

6𝑦𝑥𝑦−1
6𝑥𝑦 ln𝑥
𝑒𝑧 cos 𝑒𝑧

]

Δ𝜑 = div grad𝜑 =
𝜕6𝑦𝑥𝑦−1

𝜕𝑥 + 𝜕6𝑥𝑦 ln𝑥
𝜕𝑦 + 𝜕𝑒𝑧 cos 𝑒𝑧

𝜕𝑧
= 6𝑦(𝑦 − 1)𝑥𝑦−2 + 6𝑥𝑦 ln2 𝑥 + 𝑒𝑧 cos 𝑒𝑧 − 𝑒2𝑧 sin 𝑒𝑧

b) 𝜓(𝒓) = 𝒓2/2 = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)/2

grad𝜓 = ∇𝜓 = (
𝜕𝜓
𝜕𝑥 ;

𝜕𝜓
𝜕𝑦 ;

𝜕𝜓
𝜕𝑧 )

⊤
= [

𝑥
𝑦
𝑧
] = 𝒓

Δ𝜓 = div grad𝜓 = 𝜕𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕𝑦
𝜕𝑦 +

𝜕𝑧
𝜕𝑧 = 3

c) 𝜒(𝒓) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧

grad𝜒 = ∇𝜒 = (
𝜕𝜒
𝜕𝑥 ;

𝜕𝜒
𝜕𝑦 ;

𝜕𝜒
𝜕𝑧 )

⊤
= [

𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑧
𝑥 + 𝑦

]

Δ𝜒 = div grad𝜒 =
𝜕(𝑦 + 𝑧)
𝜕𝑥 + 𝜕(𝑥 + 𝑧)

𝜕𝑦 +
𝜕(𝑥 + 𝑦)

𝜕𝑧 = 0

d) 𝜔(𝒓) = 2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑧2 + 6𝑦

grad𝜔 = ∇𝜔 = (𝜕𝜔𝜕𝑥 ;
𝜕𝜔
𝜕𝑦 ;

𝜕𝜔
𝜕𝑧 )

⊤
= [

4𝑥𝑦 + 𝑧2
2𝑥2 + 6
2𝑥𝑧

]

Δ𝜔 = div grad𝜔 =
𝜕4𝑥𝑦 + 𝑧2

𝜕𝑥 + 𝜕2𝑥2 + 6
𝜕𝑦 + 𝜕2𝑥𝑧

𝜕𝑧 = 4𝑦 + 2𝑥
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2.2. Vektormezők rotációja és divergenciája

a) 𝒗(𝒓) = 𝒓 = (𝑥) ̂𝒊 + (𝑦) ̂𝒋 + (𝑧) 𝒌̂

div𝒗 = ⟨∇; 𝒗⟩ = 𝜕𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕𝑦
𝜕𝑦 +

𝜕𝑧
𝜕𝑧 = 1 + 1 + 1 = 3

rot𝒗 = ∇ × 𝒗 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

𝑥
𝑦
𝑧
] = [

0 − 0
0 − 0
0 − 0

] = [
0
0
0
]

A vektormező sehol sem forrásmentes, de örvénymentes az egész értelmezési tarto-
mányán.

b) 𝒘(𝒓) = (3𝑥𝑦 + 𝑧2) ̂𝒊 + (6𝑒𝑧) ̂𝒋 + (−5𝑥𝑦) 𝒌̂

div𝒘 = ⟨∇;𝒘⟩ =
𝜕(3𝑥𝑦 + 𝑧2)

𝜕𝑥 + 𝜕(6𝑒𝑧)
𝜕𝑦 + 𝜕(−5𝑥𝑦)

𝜕𝑧 = 3𝑦 + 0 + 0 = 3𝑦

rot𝒘 = ∇ ×𝒘 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

3𝑥𝑦 + 𝑧2
6𝑒𝑧
−5𝑥𝑦

] = [
−5𝑥𝑦 ln𝑥 − 6𝑒𝑧
2𝑧 + 5𝑦𝑥𝑦−1

−3𝑥
]

A vektormező forrásmentes az 𝑦 = 0 síkon, de sehol sem örvénymentes. (𝑧 koordiná-
ta: 𝑥 = 0, 𝑥 koordináta: 𝑥 ≠ 0, ez ellentmondás.)

c) 𝒖(𝒓) = (ln(𝑥𝑦/𝑧)) ̂𝒊 + (ln(𝑦𝑧/𝑥)) ̂𝒋 + (ln(𝑧𝑥/𝑦)) 𝒌̂

div𝒖 = ⟨∇; 𝒖⟩ =
𝜕 ln(𝑥𝑦/𝑧)

𝜕𝑥 +
𝜕 ln(𝑦𝑧/𝑥)

𝜕𝑦 +
𝜕 ln(𝑧𝑥/𝑦)

𝜕𝑧 =

= 𝑧
𝑥𝑦 ⋅

𝑦
𝑧 +

𝑥
𝑦𝑧 ⋅

𝑧
𝑥 +

𝑦
𝑧𝑥 ⋅

𝑥
𝑦 = 1

𝑥 +
1
𝑦 −

1
𝑧

rot𝒖 = ∇ × 𝒖 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

ln(𝑥𝑦/𝑧)
ln(𝑦𝑧/𝑥)
ln(𝑧𝑥/𝑦)

] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦
𝑥𝑧 (

−𝑧𝑥
𝑦2 ) − 𝑥

𝑦𝑧 (
𝑦
𝑥)

𝑧
𝑥𝑦 (

−𝑥𝑦
𝑧2 ) −

𝑦
𝑥𝑧 (

𝑧
𝑦)

𝑥
𝑦𝑧 (

−𝑦𝑧
𝑥2 ) − 𝑧

𝑥𝑦 (
𝑥
𝑧)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1𝑦 −
1
𝑧

−1𝑧 −
1
𝑥

−1𝑥 −
1
𝑦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

d) 𝒔(𝒓) = 𝒂‖𝒓‖ + ‖𝒂‖𝒓 (𝒂 ∈ ℝ3)

div 𝒔 = ⟨∇; 𝒔⟩ = ⟨∇; 𝒂‖𝒓‖⟩ + ⟨∇; ‖𝒂‖𝒓⟩ = ⟨𝒂;∇‖𝒓‖⟩ + ‖𝒂‖ ⟨∇; 𝒓⟩ =

= ⟨𝒂; 1
2‖𝒓‖ ⋅ 2𝒓⟩ + ‖𝒂‖ ⋅ 3 = ⟨𝒂; 𝒓⟩

‖𝒓‖ + 3‖𝒂‖

rot 𝒔 = ∇ × 𝒔 = ∇ × (𝒂‖𝒓‖) + ∇ × (‖𝒂‖𝒓) = ∇‖𝒓‖ × 𝒂 + ‖𝒂‖∇ × 𝒓 =

= 𝒓
‖𝒓‖ × 𝒂 + ‖𝒂‖ ⋅ 0 = 𝒓 × 𝒂

‖𝒓‖

Egyszerűsítések során felhasznált képletek:

grad 𝒓 = 𝒓
‖𝒓‖, div 𝒓 = 3, rot 𝒓 = 0.
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2.3. Azonosságok bizonyítása

a) rot gradΦ ≡ 0

rot gradΦ = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

𝜕𝑥Φ
𝜕𝑦Φ
𝜕𝑧Φ

] = [
𝜕𝑦𝜕𝑧Φ − 𝜕𝑧𝜕𝑦Φ
𝜕𝑧𝜕𝑥Φ − 𝜕𝑥𝜕𝑧Φ
𝜕𝑥𝜕𝑦Φ − 𝜕𝑦𝜕𝑥Φ

] = [
0
0
0
] = 0

b) div rot𝒗 ≡ 0

div rot𝒗 = ⟨[
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] ; [

𝜕𝑦𝑣𝑧 − 𝜕𝑧𝑣𝑦
𝜕𝑧𝑣𝑥 − 𝜕𝑥𝑣𝑧
𝜕𝑥𝑣𝑦 − 𝜕𝑦𝑣𝑥

]⟩ =

= 𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑥 𝜕𝑦 −

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥 𝜕𝑧 +

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑧 −

𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑦 𝜕𝑥 +

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑧 𝜕𝑥 −

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑧 𝜕𝑦 =

=
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦 𝜕𝑧 −

𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑧 𝜕𝑦 +

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑧 𝜕𝑥 −

𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥 𝜕𝑧 +

𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑥 𝜕𝑦 −

𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑦 𝜕𝑥 = 0

c) grad(ΦΨ ) = Φ gradΨ + Ψ gradΦ

(grad(ΦΨ ))𝑖 = 𝜕𝑖(ΦΨ ) = Φ 𝜕𝑖Ψ + Ψ 𝜕𝑖Φ = (Φ gradΨ + Ψ gradΦ)𝑖

d) Δ(ΦΨ ) = (ΔΦ)Ψ + 2 ⟨gradΦ; gradΨ ⟩ + Ψ (ΔΦ)

Δ(ΦΨ ) =
3
∑
𝑖=1

𝜕2𝑖 (ΦΨ ) =
3
∑
𝑖=1

𝜕𝑖 (Φ 𝜕𝑖Ψ + Ψ 𝜕𝑖Φ) =
3
∑
𝑖=1

(Φ 𝜕2𝑖 Ψ + 2(𝜕𝑖Φ)(𝜕𝑖Ψ ) + Ψ 𝜕2𝑖 Φ) =

= Φ
3
∑
𝑖=1

𝜕2𝑖 Ψ + 2
3
∑
𝑖=1
(𝜕𝑖Φ)(𝜕𝑖Ψ ) + Ψ

3
∑
𝑖=1

𝜕2𝑖 Φ = Φ(ΔΨ ) + 2 ⟨gradΦ; gradΨ ⟩ + Ψ (ΔΦ)

e) div(Φ𝒗) = ⟨gradΦ; 𝒗⟩ + Φ div𝒗

div(Φ𝒗) =
3
∑
𝑖=1

𝜕𝑖(Φ𝑣𝑖) =
3
∑
𝑖=1

((𝜕𝑖Φ)𝑣𝑖 + Φ(𝜕𝑖𝑣𝑖)) = ⟨gradΦ; 𝒗⟩ + Φ div𝒗

f) div(𝒗 × 𝒘) = ⟨rot𝒗;𝒘⟩ − ⟨𝒗; rot𝒘⟩

div(𝒗 × 𝒘) =
𝜕(𝑣𝑦𝑤𝑧 − 𝑣𝑧𝑤𝑦)

𝜕𝑥 +
𝜕(𝑣𝑧𝑤𝑥 − 𝑣𝑥𝑤𝑧)

𝜕𝑦 +
𝜕(𝑣𝑥𝑤𝑦 − 𝑣𝑦𝑤𝑥)

𝜕𝑧

=
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥 𝑤𝑧 −

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑥 𝑤𝑦 +

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑦 𝑤𝑥 −

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦 𝑤𝑧 +

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑧 𝑤𝑦 −

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑧 𝑤𝑥

+ 𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑥 𝑣𝑦 −

𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑥 𝑣𝑧 +
𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑦 𝑣𝑧 −

𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑦 𝑣𝑥 +

𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑧 𝑣𝑥 −
𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑧 𝑣𝑦

= (
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑦 −

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑧 )𝑤𝑥 + (

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑧 − 𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑥 )𝑤𝑦 + (
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥 −

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦 )𝑤𝑧

− (
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑦 −

𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑧 ) 𝑣𝑥 − (
𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑧 − 𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑥 ) 𝑣𝑦 − (
𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑥 −
𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑦 ) 𝑣𝑧

= ⟨rot𝒗;𝒘⟩ − ⟨𝒗; rot𝒘⟩
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2.4. Potenciálfüggvények

a) 𝒗(𝒓) = (𝑦 + 𝑧) ̂𝒊 + (𝑥 + 𝑧) ̂𝒋 + (𝑥 + 𝑦) 𝒌̂

• A vektormező skalárpotenciálos, ha rotációja zérus:

rot𝒗 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

𝑦 + 𝑧
𝑥 + 𝑧
𝑥 + 𝑦

] = [
𝜕𝑦(𝑥 + 𝑦) − 𝜕𝑧(𝑥 + 𝑧)
𝜕𝑧(𝑦 + 𝑧) − 𝜕𝑥(𝑥 + 𝑦)
𝜕𝑥(𝑥 + 𝑧) − 𝜕𝑦(𝑦 + 𝑧)

] = [
1 − 1
1 − 1
1 − 1

] = [
0
0
0
]

A potenciálfüggvény:

𝜑(𝒓) = ∫
𝑥

0
𝑣𝑥(𝜉; 𝑦; 𝑧) d𝜉 +∫

𝑦

0
𝑣𝑦(0; 𝜂; 𝑧) d𝜂 +∫

𝑧

0
𝑣𝑧(0; 0; 𝜁) d𝜁

= ∫
𝑥

0
(𝑦 + 𝑧) d𝜉 +∫

𝑦

0
(0 + 𝑧) d𝜂 +∫

𝑧

0
(0 + 0) d𝜁

= 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝐶.

A kereseett potenciálfüggvény:

Φ(𝒓) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧.

• A vektormező vektorpotenciálos, ha divergenciája zérus:

div𝒗 = 𝜕𝒗
𝜕𝑥 +

𝜕𝒗
𝜕𝑦 +

𝜕𝒗
𝜕𝑧 = 0 + 0 + 0 = 0.

A potenciálfüggvény:

𝑉𝑥(𝒓) = ∫
𝑧

0
𝑣𝑦(𝑥; 𝑦; 𝜁) d𝜁 = ∫

𝑧

0
(𝑥 + 𝜁) d𝜁 = 𝑥𝑧 + 𝑧2

2 + 𝐶𝑥,

𝑉𝑦(𝒓) = ∫
𝑥

0
𝑣𝑧(𝜉; 𝑦; 0) d𝜉 −∫

𝑧

0
𝑣𝑥(𝑥; 𝑦; 𝜁) d𝜁

= ∫
𝑥

0
(𝜉 + 𝑦) d𝜉 −∫

𝑧

0
(𝑦 + 𝜁) d𝜁

= 𝑥2
2 + 𝑥𝑦 − 𝑧2

2 − 𝑦𝑧 + 𝐶𝑦

A keresett vektorpotenciál:

𝑽(𝒓) = (𝑥𝑧 + 𝑧2
2 )

̂𝒊 + (𝑥
2

2 + 𝑥𝑦 − 𝑧2
2 − 𝑦𝑧) ̂𝒋 + (0) 𝒌̂.

b) 𝒘(𝒓) = (𝑒𝑥+sin𝑦) ̂𝒊 + (𝑒𝑥+sin𝑦 cos 𝑦) ̂𝒋 + (0) 𝒌̂

• Egy vektormező skalárpotenciálos, ha rotációja zérus:

rot𝒘 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

𝑒𝑥+sin𝑦
𝑒𝑥+sin𝑦 cos 𝑦

0
] = [

0 − 0
0 − 0

𝑒𝑥+sin𝑦 cos 𝑦 − 𝑒𝑥+sin𝑦 cos 𝑦
] = [

0
0
0
] .
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A potenciálfüggvény:

𝜓(𝒓) = ∫
𝑥

0
𝑤𝑥(𝜉; 𝑦; 𝑧) d𝜉 +∫

𝑦

0
𝑤𝑦(0; 𝜂; 𝑧) d𝜂 +∫

𝑧

0
𝑤𝑧(0; 0; 𝜁) d𝜁

= ∫
𝑥

0
𝑒𝜉+sin𝑦 d𝜉 +∫

𝑦

0
𝑒sin𝜂 cos 𝜂 d𝜂 +∫

𝑧

0
0 d𝜁

= (𝑒𝑥 − 1)𝑒sin𝑦 + 𝑒sin𝑦 − 1 + 0 + 𝐶.

A keresett potenciálfüggvény:

Ψ (𝒓) = 𝑒𝑥+sin𝑦.

Egy vektormező vektorpotenciálos, ha divergenciája zérus:

div𝒘 = 𝜕𝒘
𝜕𝑥 + 𝜕𝒘

𝜕𝑦 + 𝜕𝒘
𝜕𝑧 = 𝑒𝑥+sin𝑦 + 𝑒𝑥+sin𝑦(cos2 𝑦 − sin 𝑦) ≠ 0.

Mivel div𝒘 ≠ 0, ezért nem létezik𝒘-nek vektorpotenciálja.

c) 𝒖(𝒓) = (2𝑧𝑥3) ̂𝒊 + (3𝑧) ̂𝒋 + (−3𝑥2𝑧2) 𝒌̂

• Egy vektormező skalárpotenciálos, ha rotációja zérus.

rot𝒖 = [
𝜕𝑥
𝜕𝑦
𝜕𝑧
] × [

2𝑧𝑥3
3𝑧

−3𝑥2𝑧2
] = [

0 − 3
2𝑥3 + 6𝑥𝑧2

0 − 0
] ≠ 0

Mivel rot𝒖 ≠ 0, ezért 𝒖-nak nem létezik skalárpotenciálja.

• Egy vektormező vektorpotenciálos, ha divergenciája zérus.

div𝒖 = 𝜕𝒖
𝜕𝑥 + 𝜕𝒖

𝜕𝑦 +
𝜕𝒖
𝜕𝑧 = 6𝑥2𝑧 + 0 − 6𝑥2𝑧 = 0.

A potenciálfüggvény:

𝑈𝑥(𝒓) = ∫
𝑧

0
𝑢𝑦(𝑥; 𝑦; 𝜁) d𝜁 = ∫

𝑧

0
 (3𝜁) d𝜁 = 3𝑧2

2 + 𝐶𝑥,

𝑈𝑦(𝒓) = ∫
𝑥

0
𝑢𝑧(𝜉; 𝑦; 0) d𝜉 −∫

𝑧

0
𝑢𝑥(𝑥; 𝑦; 𝜁) d𝜁

= ∫
𝑥

0
(0) d𝜉 −∫

𝑧

0
(2𝜁𝑥3) d𝜁 = 0 − 𝑥3𝑧2 + 𝐶𝑦.

A keresett vektorpotenciál:

𝑼(𝒓) = (3𝑧
2

2 ) ̂𝒊 + (−𝑥3𝑧2) ̂𝒋 + (0) 𝒌̂.
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