Matematika G3(BMETE94BGO03) Vektoranalizis — Ismétlés, operatorok

Jil Ismétlés, operatorok

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. szeptember 05.

1.1. Elméleti Attekintd

Definicié 1.1 : Vektortér

Legyen V nemdiires halmaz, és o, + két mtivelet, T test. A (V;+,0) a T test feletti vektor-
tér, ha teljesiilnek az alabbiak:

1. (V;+) Abel-csoport,

e Vx;y;z€V :i(x+y)+z=x+(y +2), (asszociativitas)
e 0EV :VXxXEV :0+x=x+0=x, (zéruselem)
eVxeV:d—-x€eV .x+(—x)=(—x)+x=0, (inverzelem)
s Vx;yeV ix+y=y+x. (kommutativitas)

2.VLUET AVXx€EV : (Ao)ox =Ao(uox),

3. haea T-beli egységelem, akkorVx € V : eox = x,

4. teljesiil a disztributivitas:
e VAET AVX;yEV i do(x+y)=Aox+doy,
s VLUET AVXEV :(A+u)ox=Aox+uoX.

Alegfeljebb masodfoku polinomok halmaza az 6sszeadésra és a skalarral val6 szor-
zasra nézve vektortér.

Definicié 1.2 : Linearis fiiggetlenség

A (V; +; o) vektortér vy, vy, ..., U, vektorait linedrisan fiiggetlennek mondjuk, ha a
/11v1 + /1202 + ...+ Anvn =0

vektoregyenletnek csak a trivialis megoldasa létezik, azaz 4, =4, =--- =1, =0.

Ha az egyenletnek nem csak a trividlis megoldésa 1étezik, akkor a vektorok lineérisan
fiiggbek.

A legfeljebb masodfokt polinomok vektorterében a
{xz—x—z; x+1; x2+x}
vektorhdrmas linedrisan 6sszefiiggd, hiszen:

1)-(P=x=2)+Q2) - (x+1D+(-1)-(x>*+x) =0.
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Definicié 1.3 : Altér

Legyen (V;+;0) R feletti vektortér, valamint @ # L C V. L-t altérnek nevezziik a
V-ben, ha (L; +; o) ugyancsak vektortér.

A legfeljebb masodfoku polinomok vektorterében az olyan polinomok halmaza, me-
lyekben a x-es tag egylitthatodja nulla, altér, hiszen a szok4sos muveletekre zart.

1. Osszeadasra zart:

(ayx? + 0x + ag) + (b,x? + 0x + by) = (a, + by)x? + 0x + (ag + by).

2. Skalarral valo szorzasra zart:

A+ (a,x* + 0x + ag) = (Aay)x? + 0x + (Aay).

Definicié 1.4 : Generatorrendszer

Legyen V vektortér, valamint @ # G C V. G 4ltal generdlt altérnek nevezziik azt a
legsziikebb alteret, amely tartalmazza G-t. Jele: £(G).

G generatorrendszere V-nek, ha £L(G) = V.

A legfeljebb masodfoku polinomok egy lehetséges generatorrendszere:

{1 1+x x+x% x2}.

Definicié 1.5 : Bazis

A Vvektortér egy linedrisan fliggetlen generatorrendszerét a V bazisanak nevezziik.

A legfeljebb masodfoku polinomok egy lehetséges bazisa:

{1 x; x* }.

Definici6é 1.6 : Vektortér dimenzidja

Végesen generalt vektortér dimenzidjan a bazisainak kozos tagszamat értjiik.

A legfeljebb masodfoku polinomok vektortere dimenziéja 3, hiszen tetszéleges bazi-
sdnak harom eleme van. Egy masik lehetséges bazis:

{1+x+x% x+x% x*}
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Definicié 1.7 : Linearis leképezés

Legyenek V] és 15 ugyanazon T test feletti vektorterek. Legyen ¢ : 1| — 15 leképezés,
melyet linedris leképezésnek neveziink, ha tetszéleges két 1{-beli vektor (Va;b € 1})
és T-beli skalar (41 € T) esetén teljesiilnek az alabbiak:

» p(a + b) = p(a) + ¢(b) ~ additiv (0sszegre tagonként hat),
 p(la) = 1p(a) ~ homogén (skalar kiemelhetd).

Definicié 1.8 : Linearis leképezés rangja

Egy linearis leképezés rangjanak nevezziik a képtér dimenziojat. rge = dim p(1)).

Definici6é 1.9 : Leképezés magtere

Legyen ¢ : 1 — 15 linedris leképezés, ekkor a

kergp :={v|v eV Ap(v) =0}

halmazt a leképezés magterének nevezziik.

Definicié 1.10 : Leképezés defektusa

A magtér dimenzigjat defektusnak nevezziik, és def p-vel jeloljik.

Tétel 1.1 : Rang-nullitas tétele

Legyen V] véges dimenzios vektortér, ¢ : 1{ — 15 linedaris leképezés, ekkor
rgp + defep = dim 1.
Linearis leképezés matrixa
Legyenek 1] és 15 ugyanazon test feletti vektorterek, és dim V| = n, valamintdim V, =

k
Legyen {a;; a,; ... ; a,,} bazis V{-ben, és {b;; b,; ... ; b; } bazis V5-ben. Legyen ¢ : V] — V4
linearis leképezés, ekkor

K a1 A 0 Ugp
. Ay Ay o Qpp
p(a;) = Z aiby = A:=|["] - s
j=1 . . . .
A1 k2t Qkndy

Az A matrixot ¢ leképezést reprezentdld matrixnak hivjuk, segitségével tetszéleges x €
V, képét meghatarozhatjuk. Legyenek (&, &, ..., §,) az x koordinatai, ekkor a képe:

" a11 %12 X1n gl
()= Goplay = |2 T2 T T2
o 25 P : : . : g

Ak1 X2 0 Fkn
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Tetszbleges linedris leképezés rangja megegyezik barmely béazisra vonatkozé matrix-

reprezentacidjanak rangjaval. ¢ : Y — 15, diml = m,dimV, = n = ¢ < A,
A eM,um 180 =1g8A.

Tekintsiik a ¢ : R? — R2, (x;y) —~ (¥ + x; 2x) leképezést.

A leképezés linedris, hiszen a 0sszegre tagonként hat:

. [xl + xz] _ [(yl + )+ (% + xz)] [yl + xl] [yz + xz] — o [xl] ao [xz]

Nty 2(x, + x3) 2x; 2%, N »|’

valamint a skalarral valé szorzas esetén a skalar kiemelhet6:
ax| _|ay+ax| _|aly+x)|_ _|y+x|_ X
qo[ocy]_[ 2ax ]_[ a(2x) =Y ox | TP y|°
A leképezés matrixa a standard bazisra vonatkozodan:

olo=[5]= L) & ebl=ll=[3%] = a<[z

A leképezés rangja a matrix rangjaval egyezik meg:

11 11 10
rggo—rgA—rg[2 0] rg[o 2] rg[o 1] Do

A leképezés defektusa a rang-nullitds tétele alapjan:
defp = dimR%? —rgp=2-2=0.

A leképezés inverzének matrixa:
A-l = 1 0 -1 _ _l 0 -1 _ 0 1/2
detA|—-2 1 2(-2 1 1 -1/2|°

A (4;2) vektor 6sképe:
4] o 127[4] 1
1217 11 —u2||2| T3]

Definici6é 1.11 : Bazistranszformacio

Legyenek B = {b;;b,;...;b,} és B = {b;; b,;...; b,,} bazisok V-ben. Ekkora B — B
bazistranszformacio T métrixa a kovetkez6képpen irhato fel:

b1 = tllbl P t21b2 + ...+ tnlbn )
b2 = tlel + tzzbz + ...+ tnzbn tll t12 tln

l;] = tljbl + t2jb2 + ...+ tnjbn

bn = tlnbl + t2nb2 + ...+ tnnbn Y,
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Jelolje egy adott vektor koordinatait a B bazisban x, a B bazisban pedig x’. Legyen
tovdbbd T a B — B bazistranszformacios matrixa.

Ekkor a két koordinatarendszer kozotti kapcsolatot a kovetkez6 egyenletek irjak le:

!/

x=Tx" és x' =T lx.

A T matrix oszlopai a B bazisvektorok B bazisra vonatkozo6 koordinatai.

Egy vektor standard normdlis bazisban felirt alakja: x(2;1). Adjuk meg a b,(1;0) és
b,(1; 1) bazisra val6 attérés matrixat, valamint a vektor koordinatait ebbern a bazisban!

A transzformacios matrix és ennek inverze:
111 i |1 -1
T = [ 0 1] és T = [ 0 1 ] .

A vektor koordinatdi az 0j bazisban:

e-roeefy 1)
oo BB}

Ellen6rzés:

Tétel 1.2 : Linearis leképezés matrixa j bazisban

Legyen ¢ : V — V linedris leképezés, B = {b;;by;...;b,} és B = {by;b,;...;b,}
bazisok V-ben. A ¢ leképezés B bazisra vonatkozé matrixa A, B bazisra vonatkozo
matrixa pedig A. Jel6lje T a B bézisrol a B bazisra valé 4ttérés matrixat, ekkor

A = T 1AT.

Jelolje egy adott vektor koordinatait a B bazisban x, a B bazisban pedig x'.
Legyen ¢ leképezés B-re vonatkoztatott matrixa A, B-re vonatkoztatott matrixa A.
A B — B attérés matrixa T. A vektor képei az adott bazisokban: y = p(x), y' = p(x").

Ekkor az aldbbi gondolatmenet alapjan konnyebben megérthetjiik, hogy melyik oldal-
rol milyen matrixszal kell szoroznunk kiilonb6z6 transzformaciok sordn:

x=Tx'

Tv x' =T x
y _ Tiéx'/ y, = T_ly
y= r -1
N y =T "Ax
y == TAA;I‘_1 X yl — T_lATxl
A
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Tekintsiik a ¢ : R? —» R?, (x;y) — (y + x;2x) leképezést. Adjuk meg a leképezés a
standard normalis, illetve a b,(1;0) és b,(1; 1) bazisra vonatkoztatott matrixat!

Kordbban mar minden sziikséges matrixot meghataroztunk:

11 11 2 1 =
S B R Bl A

A leképezés matrixa a {b,, b,} bazisra vonatkoztatva:
" 1 —1(f|1 1{]1 1 -1 0
_mlam _
a=rar=o 5 ol 1)=[5 2

Definici6é 1.12 : Sajatértékek és sajatvektorok

Legyen V a T test feletti vektortér, v € V, v # 0. v-ta g : V — Vlinedris leképezés
sajatvektordnak mondjuk, ha 6nmaga skaldrszorosdba megy 4t a leképezés soran, azaz
p(v) = Av, 1 € T. A-t a v sajatvektorhoz tartozé sajatértéknek mondjuk.

Ha a v sajatvektora a ¢-nek, akkor annak skalarszorosa is az.

Tétel 1.3 : Sajatértékek szamitasa

Az A € M,,,, matrix sajatértékei a karakterisztikus egyenlet gyokei:

det(A — AE) = 0.
Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!
2 -1 2 -1 1 0 2—-1 -1
A_[—l 2] A_’UE‘[—l 2]_’1[0 1]‘[—1 2—/1]
A karakterisztikus egyenlet, €s ennek alapjan a sajatértékek:

dettA—AE)=2-1)%*-1=0 = A, =1, 4,=3.

A sajatvektorokat az (A — A;E)v; = 0 egyenlet segitségével szamithatjuk ki:

1. A 4; = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

I | I R

2. A A, = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor:
B o N T T
-1 —-1||y| T |o =Y 270 4
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[!] Ha A hiaromszogmatrix, akkor a sajatértékek a f6atlobeli elemek.

Definici6é 1.13 : Diagonalizalhatésag

Az n X n-es A matrix diagonalizalhato, ha hasonl6 egy diagondlis matrixhoz, azaz ha
létezik olyan A diagondlis matrix és egy T invertdlhat6é matrix, hogy

A = T 1AT.

Tétel 1.4 : Diagonizalhatésag sziikséges és elégséges feltétele

Legyen A egy n X n-es matrix. Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato,
ha 1étezik n darab linedrisan fliggetlen sajatvektora. Ekkor a diagondlis matrix az A
sajatértékeibdl, mig a T transzformdacios matrix A sajatvektoraibol 4ll:

A 0 - 0
A =T AT = ? ’1:2 ? ¢s T=[v; v, - v
0 0 - 14,

Invarians mennyiségek:

Legyen A egy 3 X 3-as matrix, amelynek sajatértékei 4;, 4, és A;. Ekkor az alabbi
mennyiségek barmely A-hoz hasonl6 méatrix esetén invaridnsak:

011=tI'A=/11+12+/13’
L= é ((tr A)? — tr(A?)) = 114, + A3 + 344,
. I3 = detA = 1112/13-

A karakterisztikus polinom a skaldrinvaridnsok segitségével:

pQ) =2 -L2 +LA-1,.

1 10
Diagonizaljukaz A = |0 2 1] matrixot és adjuk a skaldrinvaridnsait!

00 3

Mivel a matrix felsé hdromszogmatrix, sajatértékei a f64tl6 elemei: 1; = 1, 1, = 2 és
A3 = 3. A skaldrinvariansok:

Il =/11+/12+A3=1+2+3=6,
12=1112+)1213+l311=12+23+31=11,
I3=1112/13=1'2'3=6.
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Definicié 1.14 : Szimmetrikus matrix

Egy A € M5, matrix szimmetrikus, ha A = AT,

Definicié 1.15 : Antiszimmetrikus matrix

Egy A € M, matrix antiszimmetrikus, ha A = —AT.

Kvadratikus matrix felbontasa szimmetrikus és antiszimmetrikus részekre:

1 1
A= 5(A+AT)+ E(A—AT)

Szimmetrikus Antiszimmetrikus

Fiiggvénytipusok:
Hagp : R" — R, akkor ¢ skaldirmezé.

Hav : R" - R¥, akkor v vektormezd.

Koordinatavektor jelolése:

Jelolje a r koordinatavektor az R"-beli koordinatak rendezett n-esét!

Definicié 1.16 : Gradiens

Legyen ¢ : R" — R differencidlhaté skaldirmez6. Ekkor a ¢ gradiensének nevezziik a
kovetkezd vektormez6t:
01p(r)

0,p(r)

Bpp(r)

grad p(r) =

A gradiens a legnagyobb novekedés irdnyat mutatja meg, nagysaga pedig a novekedés
mértékét. Mindig merdleges a szintfeliiletekre.

Adjuk meg a ¢(r) = xyz skalarmezd gradiensét!

[61¢(r)] [yZI
gradp(r) = | 0,p(r) | = | xz|.
O3¢(r) Xy
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Definicié 1.17 : Jacobi-matrix

Legyen v : R" — RF vektormezd. Ekkor a v Jacobi-matrixanak nevezziik a kovetkezd
k X n-es métrixot:
[ 0uy(r)  duy(r) i1 T T ]
9x; 0x, dx, gl wi)
0vy(r)  Juy(r) duy(r) gradT 0,(r)
J=Dv=| 9 9x, ox, | = € Mixn
60ir) Su(r)  u(r) .
|Tx Tox, O Tax, | 8R4 )

Definicié 1.18 : Divergencia

Legyen v : R" — R" vektormezd, amelynek Jacobi-matrixa J = Dvu(r). Ekkor a v
divergencidjanak nevezziik a kbvetkez6 skaldrmezét:

diVU(r) =trJ = Jll +]22 + ... +Jnn

A divergencia tehat a vektormezd Jacobi-matrixdnak nyoma.

Ahol a divergencia zérus, ott a mezd forrdsmentes.

Ha a divergencia pozitiv, akkor a mez6 forras jellegt.

Ha a divergencia negativ, akkor a mezd nyeld jellegt.

Definicié 1.19 : Vektorinvarians

Legyen S € M5 ferdeszimmetrikus matrix, azaz S = —ST. Ekkor létezik egy egyér-
telmd a € R3 vektor, ugy, hogy
Sx =axx.

Ekkor az a vektort a S matrix vektorinvaridnsdnak nevezziik. Gyakori jelolés:

0 —asz a,

5 33 ol
S = [a]x =] az 0 —a; < aXl(S) =a=|S;3].

—a; 4 0 So1

Hatarozzuk meg az a(1;2; 3) és x(x; y; z) vektorok vektoridlis szorzatat matrixszorzas

segitségével!
0 -3 2]]|x =3y +2z
axx=[alyx=|3 0 -1||y|=]| 3x—z |.
-2 1 0 ||z y—2x
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Definicié 1.20 : Rotacio

Legyen v : R® — R3 vektormez6, melynek Jacobi-métrixa J = Duv(r). Ekkor a v
rotaciojanak nevezziik a kovetkez6 vektormez6t:

0 Jo—bh1 13— J35 — o3
rot U(r) = aXl(J = JT) = aXl J21 — .]12 0 .]23 _J32 = J13 - J31 .
S —Ji3 S5y — s 0 b1 —Jiz

A rotacid tehat a vektormez6 Jacobi-matrixanak ferdeszimmetrikus részébdl szarmaz-
tathato.

Ahol a rot4ci6 zérus, ott a mezd drvénymentes.

s s

Adjuk meg a v(r) = (yz)i + (xz) j + (xy) k vektormezé divergenciajat és rotacidjat a
Jacobi-matrix segitségével!

A Jacobi-matrix:
[ax(yZ) 9y(y2) az(yZ)} [0
J=Dvu(r) = | 0x(xz) dy(xz) I,(x2)|=|z
Ox(xy) dy(xy) O.(xy)| Ly

= O© N

o K<
—_—

A divergencia:
diVU(r) =trJ =J11 +J22 +J33 =04+04+0=0.

b3 7 =7
rot v(r) = aXl(J JT) = |:J13 —J31] { ] |:

21— Ji2
Az R"-beli Descartes-koordindtarendszerben, ahol x = (x;; X,; ... ; X,,) egy tetszbleges
pont koordinatai, a standard bazis pedig {é;; é,; ... ; é,} a Nabla egy olyan formalis dif-
ferencidloperator, melynek koordinatai a parcialis derivalt opertorok, vagyis:

yelo(L 2 2
& Tox;  \oxy Ox; 7 0xp)

A rotacio:

o O O
[———

Definicié 1.21 : Nabla-operator

A Nabla-operator segitségével a gradiens, divergencia €s rotacio miveletek egyszertib-
ben felirhatok:

« gradp = Vo,
o divu = (V;v),

e TOtv =V X 0.
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Nabla-operator segitségével!
A divergencia:

O] [yz
divv=(V;v>=<[6 ];[xz]>= aayz+aaxz+aaxy=0+0+0=0.
3 X y z

z

A rotacio:

0y yz 9y(xy) — 9,(xz) X—X 0
rotv=Vxv= [6y] X [xz] = [6z(yz) — ax(xy)] = [y —y] = [0]
xyl 10x(xz) —6)(yz) 0

Definicié 1.22 : Laplace-operator

A Laplace-operator egy masodrendu differencidloperator az n dimenzios térben. Meg-
adja egy skalarmezd gradiensének divergencijat, azaz:

Ap = (V;V)p = divgrad ¢.

Hattassuk a Laplace-operatort a ¢(r) = xyz skaldirmezére!

A = (V; V) = divgrad ¢ = div - _ W2, 02 OV ot0=0
=V V)@=dveradg = xy_ax dy oz -
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1.2. Tovabbi feladatok

1. Adjamegag : R3 > R3 leképezés matrixat a standard normalis, illetve az b,(1;0; 0),
b,(1;1;0) és bs(1;1; 1) vektorok alkotta bazisban. Adja meg a leképezés magterének

sz

2. Bontsa fel az A matrixot szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensekre!

0
1
3

x 2 ; 2
X“+z . 2 ,  |x sinIn(xy*)
i] H[ yz? ] piRIoR HH [\/e"y+tany

1
A=|2
1

AN O

3. Adja meg a ¢ és ¥ leképezések Jacobi-méatrixat!

¢ : R —> R?

4. Adja meg az alabbi leképezések gradienseit! (C € R, a € R?)
a) fry=C-r?
b) g(r) = |r|
¢) h(r) ={a;r)

5. Adja meg a v(r) vektormez6 divergencidjat és rotacidjat! Mely halmazokon forras-,
illetve 6rvénymentes a mezd?

vr) =2 —y)i+ (-2 j+ (2 -x)k

a) u(r)=C-r
b) v(r) = grad |r|

c) wir)=a-In|r|
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