Matematika G3(BMETE94BGO03) Vektoranalizis — Ismétlés, operatorok

Jll Ismétlés, operatorok

MO

Matematika G3 — Vektoranalizis
Utoljara frissitve: 2025. szeptember 07.

1.1. Leképezés vizsgalata

Adjamega ¢ : R® — R? leképezés matrixat a standard normalis, illetve az b,(1;0;0),
b,(1;1;0) és b3(1; 1; 1) vektorok alkotta bazisban. Adja meg a leképezés magterének és kép-
terének dimenzigjat is!

X 2x—Yy
¢ :R¥>R3 yl=|y+z
z y—z

A leképezés matrixa a standard béazisban:

1 2 0 -1 0 0 2 -1 0
elol=10], ¢l1|=]1], ¢lo|l=]1| = A=|0 1 1].
0 0 0 1 1 -1 0o 1 -1
A bazistranszformacié matrixa, illetve annak inverze:
1 11 1 -1 O
T=|b, b, bj]=|0 1 1|, T'=|0 1 -1
0 01 0 0 1

A leképezés matrixa az uj bazisban:

1 -1 02 -1 Of|1 11 2 0 -1
0 1 -1{j0 1 1110 1 1}|=|0 0 2 |.
0 0 1]1]]1]0 1 -1}]]0 0 1 01 O

A leképezés matrixdnak rangja maximalis (rg ¢ = 3), hiszen

1 1 0 1 01
a2l 2= Lfvo !

A =T AT =

‘22.(_1—1)+1-(0)+0=—4¢0-

A magtér dimenzidja a rang-nullitas tétel alapjan:

dimkerp = dimR®> —rgp =3-3=0.

1.2. Matrix felbontasa

Bontsa fel az A matrixot szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensekre!

1 21
1 2 4
01 3

‘ = AT =
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A szimmetrikus komponens:

2 3 1 1 3/2 1/2
A+AT 1
A =2% =3[3 4 s|=[32 2 snf.
156

1/2 5/2 3

Az antiszimmetrikus komponens:

T 0 -1 -1 0 —1/2 -1/2
AaS=A2A =%1 0 =3|=[12 o =312{.
1 3 0 1/2 3/2 0
1.3. Jacobi-matrix
Adja meg a ¢ és 1 leképezések Jacobi-matrixat!
01 R3 - R2 ; o [x2+z] bR = R? [x] N [ sin In(xy?)
. 2 .
2 yz y \JeXy +tany
cos In(xy?) 2 cosIn(xy?)
2x 0 1 X y
Jp = 2 Iy = 2
0 2z 2yz yery xe*Y +1/cos*y
2¢/eXY +tany  2i/eX¥ +tany
1.4. Gradiens

Adja meg az alabbi leképezések gradienseit! (C € R, a € R?)

a) f(n=C-r?
2x
grad f = C - grad(r;r) = C - grad(x>* + y>*+z2)=C-|2y|=2C-r
2z

b) g(r) =|r|

gradg = grady/x2 4+ y2 + 22 =
2

2y

S ol DS W I
V212422 oy 2 +yr+z2 |5 7l

c) h(r) =(a;r)

ay
grad h = grad(a;x + a,y + a3z) = [azl =a
as
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1.5. Divergencia és rotacié Jacobi-matrix alapjan

Adja meg a v(r) vektormez6 divergencidjat és rotaciojat! Mely halmazokon forras-, illetve
orvénymentes a mez3?

u(r) = (P =Y+ (P =20 j+ (2 - D)k

A vektormezd Javobi-matrixa:

A divergencia:
divo=trJ =2x + 2y + 2z.

A vektormez6 a 2x + 2y + 2z = 0 sikon forrdsmentes, hiszen itt a divergencia nulla.

— D3 0—(—2z2) 2z
rotv =axl(J - J7) = []13 —]31] [0 - (—2x)] = [Zx] .
b1 =iz 0—(-2y) 2y

A vektormez6 csak az origdban 6rvénymentes, hiszen itt a rotacié nullvektor.

A rotacio:

1.6. Divergencia és rotacié a Nabla-operator segitségével

Adja meg az aldbbi vektormezdk divergencisjat és rotéciojat! (C € R, a € R3)

o] [Cx]
divu=(|0,|;|Cy|)=C+C+C=3C
J,] |LCz]

1. u(r) =

Oy [Cx]| 0,Cz —3d,Cy 0
rotu= |09, | x| Cy|=]9,Cx—0xCz|=1|0
| Cz | 9,Cy —9,Cx 0

Az u(r) vektormez6 sehol sem forrdsmentes, viszont mindenhol 6rvénymentes.

2. v(r) =grad|r|

ou gx . 1 . ; _ 3 +(_1>'2x +2y% +2z
| etz |zl etz 2 4y

3 X4y +Z2 3 Il _ 3 1 _ 2

Ttz Rty 4z el R el Tel il

Ox 1 x 1 yz+zy 0
roto= |0, | X| ———=-|y| ]| = . 0
62) V2 tyr+22 |y (X2 + y2 + z2)3/2 xy+yx 0
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Az v(r) sehol sem forrdsmentes, viszont mindenhol 6rvénymentes. A divergencia az
origbban nincs értelmezve.

3. wir) =a-In|r|

Ox
Je2 s a2 1 (a;r)
divw=(]|9,|;a-In+x? 24722 )= ———— . (a4x+a asz) =
[ay] +y + x2+y2+22 ( 1 + 2y+ 3 ) |r|2
zZ
ax azy — axz
rotw = |9, X(a-ln\/x2+y2+z2)=;- A,z — azX _rxa
3 XAy +z |, r|2
z 2 1y

A w(r) vektormez6 az (a;r) = 0 sikon forrdsmentes, az r = t - a egyenesen orvény-
mentes (¢t € R). w(r) az origéban nincs értelmezve.
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