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1 Linearis algebra

A Matematika G2 kurzus elsé felében linearis algebraval fogunk foglalkozni. Ez a matema-
tika azon teriilete, amely szdmos tudomanyagban és gyakorlati alkalmazasban meghatarozé
szerepet jatszik. Célunk a vektorterekkel, matrixokkal és lineéris leképezésekkel kapcsola-
tos alapvetd ismeretek atadasa, valamint a linearis egyenletrendszerek megoldhatésaganak és
megoldasanak vizsgalata. A vektorterek és a matrixok a matematika és a mérnoki tudoma-
nyok szamos teriletén alapvet6 szerepet toltenek be, segitenek leirni, megérteni bonyolultabb
rendszereket és struktirakat. A linearis egyenletrendszerek megoldésa szoros kapcsolatban all
a vektorterek és a matrixok tulajdonsagaival. A matrixok lehet6ové teszik a linearis transzfor-
macidk hatékony leirasat.

A jegyzet ezen része a linedris algebra alapjait igyekszik bemutatni: néhany korabban tanult
definicié felelevenitését kovetden, a vektorterek definicidja és azok tulajdonsagai, a matrixmii-
veletek elmélete, majd a lineéris egyenletrendszerek kiilonb6z6 megoldasi médszerei kovetkez-
nek, végil a linearis leképezések attekintésével zarul. A célunk, hogy a témak megértéséhez
sziikséges elméleti ismeretek mellett gyakorlati példakon keresztiil is bemutassuk a linearis
algebra széleskorli alkalmazasi lehetdségeit.

Ez a jegyzet segit abban, hogy az Olvasé képet kapjon a lineéris algebra fontossagardl és
alkalmazasairdl.

A fejezetben érintett témakorok

1.1 Alapfogalmak . . . . . . . . . e
1.2 Matrixalgebra . . . . . . oo
1.3 Linedris egyenletrendszerek . . . . . ... ... oL 14

1.4 Linedris leképezések . . . . . . . L 17



1 Linedris algebra

1.1. Alapfogalmak

Definicié 1.1: Csoport

Legyen G nemiires halmaz, és o egy mitivelet. Ekkor a (G; o) csoport, ha teljesiilnek az
alabbiak:

1. Va;b;c € G : (aob)oc=ao(boc), (asszociativitas)
2.3eeG:VaeG:eoca=ace=a, (egységelem)
3.YaeG:3a'eG:aoal=aloa=ec. (inverzelem)

Ha a o mtivelet kommutativ, azaz Va,b € G : ao b = b o a, akkor a csoportot Abel-
csoportnak nevezziik.

A (R;-), (Q; +), (C; +) mindegyike Abel-csoport.

Nem csoport (N; +), hiszen nincs inverz elem.

(Q*; +) sem csoport, mert nem létezik egységelem.

Definicié 1.2: Gyiirii

Legyen R nemiires halmaz, és o, + két mtivelet. Ekkor a (R; +, o) gytir(i, ha teljesiilnek
az alabbiak:

1. (R; +) Abel-csoport,

2. Va;b;c €R : (aob)oc=ao(boc), (asszociativitas)
3. teljesiil a disztributivitas:
e Va;b;c€R :ao(b+c)=aob+aoc, (+ disztributiv o-ra)
e Va;b;ce€R :(a+b)oc=aoc+boc. (o disztributiv +-ra)

Definicio 1.3: Test

Legyen T nemiires halmaz, és o, + két muvelet. Ekkor a (T; +, o) test, ha teljesiilnek az
alabbiak:

1. (T; +) Abel-csoport,

2. Vas;b;c €T : (aob)oc=ao(boc), (asszociativitas)
3.3dee€T:VaeF :eoa=aoce=aq, (egységelem)
4 YaeTda'eT:aocal=aloa=e, (inverzelem)
5. teljesiil a disztributivitas.

A (R; +,), (@; +, ), (C; +, -) mindegyike test.




1.1 Alapfogalmak

Definicio 1.4: Vektortér

Legyen Vnemiires halmaz, és o, + két mtivelet, T test. A (V; +, o) a T test feletti vektortér,
ha teljesiilnek az alabbiak:

1. (V;+) Abel-csoport,
2.VLUET AVXEV : (Aop)ox =Ao(uox),
3. haca T-beli egységelem, akkorVx € V : eox = x,

4. teljesiil a disztributivitas:
s ViueT AVXEV : do(x+y)=Aox+AoYy,
s VLUET AVXEV : (A4+u)ox=2Aox+puox.

A legfeljebb n-edfoku polinomok a skalarral valé szorzasra és az 6sszeaddsra vektorteret
alkotnak.

A fiiggvények az Osszeaddsra és a skalarral val6 szorzasra vektorteret alkotnak.

Definicié 1.5: Vektor

A vektortér elemeit vektoroknak nevezziik. Jelolés: x, vagy x.

A zéruselem létezése egyértelm.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy 0 és 0 kiilonboz6 zéruselemek, vagyis 0 # 0. Ebben az esetben

A A

0=0+0=0.

Ez ellentmondas, tehat a zéruselem egyértelmd.

Az ellentett elem létezése egyértelmu.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy —v és —0 egyarant v ellentettjei, valamint —v # —©. Ebben az esetben

—0=(-v+v)+(-0) = (—v) + (v + (-D)) = —v.

Ez ellentmondas, tehat az ellentett elem egyértelmd.

0-val val6 szorzas: Vo e V : 0-v = 0.

Bizonyitas:




1 Linedris algebra

Nullvektorral valé szorzas: VA€ T : 1-0 = 0.

Bizonyitas:

Bizonyitas:

Definici6é 1.6: Linearis fiiggetlenség

A (V; +; 1) vektortér vy, v, ..., U, vektorait linedrisan fliggetlennek mondjuk, ha a
/1101 + szz + + /lnvn = 0

vektoregyenletnek csak a trividlis megoldasa létezik, azaz 4, =1, = ... = 1, = 0.

Ha az egyenletnek nem csak a trividlis megoldéasa létezik, akkor a vektorok linedrisan
fiiggo6k.

Definici6é 1.7: Altér

Legyen (V; +; 1) R feletti vektortér, valamint @ # L C V. L-t altérnek nevezziik a V-ben,
ha (L; +; 4) ugyancsak vektortér.

I A polinomok vektorterének alterte a legfeljebb n-edfoku polinomok vektortere.

[z] Alterek metszete ugyancsak altér. Alterek unidja azonban altaldban nem altér.

Definicié 1.8: Generatorrendszer

Legyen V vektortér, valamint @ # G C V. G altal generalt altérnek nevezziik azt a
legsziikebb alteret, amely tartalmazza G-t. Jele: £(G).

G generatorrendszere V-nek, ha £(G) = V.

‘ Ha G véges generatorrendszere V-nek, akkor G-t végesen generalt vektorrendszernek
nevezziik.




1.1 Alapfogalmak

Definicié 1.9: Bazis

A Vvektortér egy linearisan fiiggetlen generatorrendszerét a V bazisanak nevezziik.

[!] Végesen generalt vektortérben barmely két bazis azonos tagszamu.

Definicié 1.10: Vektortér dimenziéja

Végesen generalt vektortér dimenzidjan a bazisainak kozos tagszamat értjiik.

Legyen {b;; b,; ...; b, } a V vektortér egy bazisa. Ekkor tetsz6leges V-beli vektor egyér-
telmien el6allithat6 a bazisvektorok linedris kombinacidjaként.

AzazVv € V : (415 4,; ... 3 4,,), hogy
U= ;i'lbl +/12b2 + ... +/1nbn

A (A1;45; ... 3 4,,) szam n-est az v vektor {b;; b,; ... ; b, } bazisaira vonatkozo6 koordinata-
inak nevezziik.

Bizonyitas (Egzisztencia):

{by; b,; ... ; b,}linearisan fiiggetlenek, mert bazis. Ezért{v, by; b,; ... ; b,} mar linearisan
fiiggd, igy a uv + &by + &b, + ... + §,b,, = 0 vektoregyenletnek létezik trivialistol
kiilonbozé megoldasa, azaz nem lehet (u; &;; &,; ... ; §,) minden eleme egyszerre 0.
Tehat u # 0, mert ellenkez6 esetben & = &, = ... = £, = 0 4llna fent, igy oszthatjuk az
egyenletet u-vel:

[!] v= (—%) b, + (—%) b, + -+ (_5_,,) b,.

Bizonyitas (Unicitas):
Tegylik fel, hogy a (115 4,; ... 5 4,,) és a (uy; 4y; ... s My) is @ U koordinatai a {by; b,; ... ; by}
bazisban, azaz
n n
L= Z/libi ésv = Z,ulbl
i=1 i=1
Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet:

0=(4 ;#1)1’1 + (42 ;/«‘2) b, +..+ (4, ;#n) b,.

Ezzel ellentmondasra jutunk, mivel {by; b,; ... ; b,,} bazis, ezért a nullvektornak csak tri-
vialis el6allitasa létezik, ami az egylitthatok 0 voltat vonnd maga utdn, az pedig a meg-
felel6 koordinatak egyenléségével ekvivalens. A feltevés tehat hamis.




1 Linedris algebra

1.2. Matrixalgebra

Definicié 1.11: Matrix

Egy métrix vizszintes vonalban elhelyezked6 elemei sorokat, mig fiigg6legesen elhe-
lyezkedd elemei oszlopokat alkotnak.

Egy m sorbdl és n oszlopbol 4116 matrix jelolése:

a;;  ap Ain

a a a
A=|9% 22 2n

AQn1 Az - Qn

Matrixok jelolése nyomtatott szovegben: A.
Matrixok jeldlése irdsban: A.
Az m X n-es matrixok halmazanak jel6lései: My, = R™ X R" = R™*",

A matrix i-edik sordban és j-edik oszlopaban taldlhato elemet a;;-vel jeloljuk.

A matrix dimenzi6it mindig el6szor a sorok szaméval, majd azt kovetéen az oszlopok
szdmaéval adjak meg.

Specialis matrixstruktirak:

an
a -
:21 € My,x1 ~ oszlopvektor /oszlopmatrix
am
[a an ... @] € My, ~ sorvektor/sormatrix
_all alz ces aln_
a1 Ay ... Qyy q 2 o
: o ; € M,y, ~ kvadratikus/négyzetes matrix
Ldn1 A2 Qnn
r 1 0 0 1
1 .. 0 .
E= c o o . € M, xn, ~ egységmaitrix
| 0 0 1 |
r 0 0 0 7
0 0 .. 0 o
0= o .. : € Myxn ~ nullmétrix
| 0 0 0 |




1.2 Matrixalgebra

Definicié 1.12: Matrix transzponaltja

Egy A € M, matrix transzponaltja a f6atléjara vett tiikorképe. Jele: AT € M,y p.

Definicié 1.13: Szimmetrikus matrix

Egy A € M,,y,, matrix szimmetrikus, ha A = AT.

Definicié 1.14: Antiszimmetrikus matrix

Egy A € M,,,, matrix antiszimmetrikus, ha A = —AT.

Antiszimmetrikus matrixok f6atlojdban csak nullak szerepelnek.

Definicié 1.15: Matrixok egyenlGsége

Két matrix akkor és csak akkor egyenld, ha a megfelel6 helyeken 4ll6 elemei egyenléek.

!A,BEmen:A=B — ViE{l,Z,...,m}AVjE{l,Z,...,n}ZaiJ-:bij

Definicié 1.16: Matrixok osszege

Két matrix 6sszegén azt a matrixot értjiik, melyet a két matrix elemenkénti 6sszeadésa-
val kapunk, azaz, ha A, B € M,,xy,, akkor C := A + B € My, ahol ¢;; 1= a;j + by

Hatéarozzuk meg az A = [ 2] ésaB = [g ; ﬂ matrixok Osszegét!

12 3] [6 5 4] _[1+6 2+5 3+44]_[7 7 7
T 14+4+3 542 6+1|

Definicié 1.17: Matrix és skalar szorzata

Egy matrix és egy skalar szorzata olyan matrix, melynek minden eleme skalarszorosa
az eredeti matrix elemeinek, azaz ha A € M,,»,, és 4 € R, akkor C := 1A, ahol
Cij = /laij.




1 Linedris algebra

1 3 : 2
Hatarozzuk mega A = 2 skalarésaz A = [ ] maétrix szorzatat!

Definicié 1.18: Matrixok szorzata

Legyen A € My, €8 B € M. EKkor a két matrix szorzata
n
C:.=A-. B, aholcij = Z A * bk] =aj - b1j+ai2 . b2j+ o + Qi e bn]
k=1
A matrixszorzas vizualizalasa:
[ bll “ee blp i
bzl “ee b2p
| b1 byp i
ap Q... QA [ 2. ayiby 2 alibip 1
Ay QA ... Gy 2. Qb )y @ibip
An1 Am2 -+ Amp L Z amibil Z amibip i
1 0 1 0 2
Hatarozzuk megaz A =|—-2 —1|ésaB = matrixok szorzatat!
-1 2 0
3 4
1 0
-2 -1
3 4
1 0 2 1-1+0-(=2)+2-3 1-0+0-2+2-4 |7 8
-1 20| -1-142-(-2)+0-3 -1-0+2-(-1)+0-4 | |-5 -2

Ha A, B és C olyan métrixok, hogy 1étezik az (A - B) - C matrixszorzat, akkor az A - (B-C)
matrixszorzat is 1étezik, és ezek egyenl6ek.

A matrixszorzas tehat asszociativ.

Bizonyitas:




1.2 Matrixalgebra

1

Ha A, B és C olyan matrixok, hogy létezik az A - (B + C) szorzat, akkor az A - B és az
A - C matrixszorzatok is 1éteznek, valamint A- (B+ C)=A-B+ A - C.

Teljestil tehat a disztributivitas.

!] Bizonyitas:

Definicié 1.19: Determinans

Legyen A € M, kvadratikus matrix, és det : M, — R fiiggvény. A matrix i-edik
oszlopanak elemeit tartalmazd oszlopvektorokat a;-vel jeloljiik. Az A determindnsanak
nevezziik det A-t, a hozzarendelést pedig az alabbi négy axiéma irja le:
1. homogén:
det( e dag - ) = /ldet( o e ),
2. additiv:
det( o aj+b; - )=det( @y e )+det( o by e )

3. alternalo:
det( -~ @ .. @ - )=—det( @ .. @ ),

4. E determinansa:
det[E = det(él éz én) = 1’

[]

Bizonyitas:

Egy matrix determindnsa nem valtozik, ha az egyik oszlopahoz hozzdadjuk egy masik
oszlopanak skalarszorosat.

Bizonyitas:




1 Linedris algebra

Tétel 1.1: Kifejtési tétel

ap;; Aap o Qip n
a a —eoa .
detA =det(ag;ay;...;a,) = 21 "2 n| — det (Z a;16; ay; ... ;an)
: o 8 =]
An1 Qup2 ° Qup

= ap; det(é;ay;...5a,) + ay det(éy; ay; ... 5 @) + ... + ay det (€5 ay; ... 5 ay,)

1 0 - 0 0 ap -+ ap 0 ap - ap
= all 0 a:22 a?n +a21 1 O 0 P 000 +al’ll 0 a:22 a.Zn
0 Gy o A 0 4y - G 1 0 -« 0
1 0 0 a, 0 - ap, a, - a, O
=ay |} BT Moay | LT ek ) e R T
0 ap -+ apy Ay 0 -+ apy Qpp = Ay 1

Jelolje a k. sor és j. oszlop kitakardsaval kapott aldetermindnst Ay ;, ekkor az egyenléség
a kovetkez6képpen irhato at:

anAg — anAg + ...+ (D" la, Ay

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: Ay; = (—1)*"1Ay;. Igy:

n n
allAu + a21A21 TP 000 U anlAnl = Z alejl == Z(—l)saklakz vee iy detE,
j=1 k=1

ahol € az inverzidk szdma és E az egységmatrix.

A kifejtési tételbdl kovetkezményei:

« Nem lényeges, hogy sorrol vagy oszloprdl beszéliink a determindnssal kapcsolat-
ban:
det A = detAT.

+ A determinans barmely sora vagy oszlopa alapjan kifejthetd:

n n
detA = Z aijkj = Z aikA,-k
k=1 k=1

j-edik oszlop szerint i-edik sor szerint

Adjuk meg az A = [1 ] matrix determinansat!

10



1.2 Matrixalgebra

Tétel 1.2: Linearisan fiiggetlen vektorok

Bizonyitas:

Definicié 1.20: Matrix rangja

A matrix rangjanak nevezziik az oszlopvektorai koziil a linedrisan fiiggetlenek maxima-
lis szamat.

Az A matrix rangja 2, mivel a harmadik oszlop a méasodik oszlop skalarszorosaként all
eld.

Tétel 1.3: Matrixok rangszamanak tétele

Egy matrix rangja megegyezik maximalis el nem t{in6 aldetermindnsanak rendjével.

Bizonyitas:

11



1 Linedris algebra

Definicio 1.21: Matrix elemi atalakitasai

Egy matrix elemi atalakitdsainak nevezziik a kovetkezoket:

« A matrix egy tetszéleges sorat vagy oszlopat egy 0-t6l kiilonboz6 szdmmal meg-
szorozzuk.

« A matrix egy tetszéleges sorat vagy oszlopat felcseréljiik.

« A matrix egy tetsz6leges sorahoz vagy oszlopahoz egy masik tetszéleges sorat vagy
oszlopat adjuk.

Egy matrix rangja elemi 4talakitdsok sordn nem valtozik.

Bizonyitas:
A determindns axiomait figyelembe véve lathaté, hogy az elemi atalakitasok nem val-
toztatjdk meg a determindans 0 voltat.

Definicié 1.22: Regularis és szingularis matrix

Egy kvadratikus (négyzetes) matrixot regularisnak mondunk, ha determindnsa nem
zérus.

Ha a kvadratikus matrix determinansa 0, szingularis matrixrdl beszéliink.

Tétel 1.4: A determinansok szorzastétele

Legyen A; B € M, matrix, ekkor det(A - B) = det A - detB.

Bizonyitas:

(M s +; -) egységelemes gytird, mert...
« (Mxn; +) Abel-csoport,
o (Myxn; ) asszociativ,
« teljesiil a disztributivitas,

« létezik a szorzas egységeleme, amely maga az egységmatrix.

Definicio 1.23: Matrix inverze

Az A € M5, matrix inverzét az A~! jeldli, és az a métrix, melyre A - A~! = [ teljesiil.

12



1.2 Matrixalgebra

Tétel 1.5: Ferde kifejtési tétel

Legyen A € My, ekkor
n
z ajiAki =0, ha] ;é k.

i=1

Bizonyitas:

Egy szinguldris matrixnak nem létezik inverze.

Bizonyitas (Indirekt médon):
Legyen A € M, szinguldris méatrix. Tegyiik fel, hogy létezik az inverze. Ekkor igaz,
!] hogy A - A~! = E. Vizsgéljuk meg a kovetkez6 egyenldséget:

1

——

detA-detA™" =det(A-A™') = detE.
=0 =1

Latjuk, hogy ezzel ellentmondésra jutunk.

Regularis matrix inverze egyértelmd. Ha A € M,,y,,, akkor

A-l = adjA
detA
[!] Bizonyitas:
Egy 3 X 3-as matrix adjungaltja:
+ Ay Q3| (12 Og3 + a1z 013
G @ @ a3y ds3 a3y 0433 G 423
12 s . a, a a;, a a; a

A=|ay ap ay = adja=|-|%1 9 11 Q3| _ (41 413
Ay Qs Qs as; 433 Q31 433 a1 dz3
+ Ay A4z (A1 O12 + a;;  Aap
as1 04z az; a3 a1 ax

13



1 Linedris algebra

1.3. Linearis egyenletrendszerek

Definicié 1.24: Linearis egyenletrendszer

Véges sok els6foku egyenletet és véges sok ismeretlent tartalmazo egyenletrendszert li-
nedris egyenletrendszernek neveziink.

Az m egyenletbdl és n ismeretlenbdl 4116 linedris egyenletrendszer altalanos alakja:

auxl + a12x2 + + alnxn - bl’
ax1 Xy +  axXx; + ... + AonXy = bz,
QX1 + X, + ..+ apuXx, = by,

ahol q; j egyiitthatdk, bj konstansok, X; ismeretlenek.

Linearis egyenletrendszer csoportositasa:

« A linearis egyenletrendszert megoldhatonak nevezziik, ha l1étezik megoldasa.
« A linedris egyenletrendszert ellentmondénak nevezziik, ha nincs megoldésa.

« A linedris egyenletrendszert hatarozottnak nevezziik, ha csupdn egyetlen meg-
oldésa van.

« A linearis egyenletrendszert hatarozatlannak nevezziik, ha végtelen sok megol-
désa van.

Definicié 1.25: Ekvivalens linearis egyenletrendszerek

Két linearis egyenletrendszer ekvivalens, ha a megolddshalmazuk megegyezik.

Az ekvivalencia szemponjabol az egyenletek és az ismeretlenek sorrendje nem szamit.

Az eredetivel ekvivalens linearis egyenletrendszert kapunk, ha az egyenletrendszer va-
lamelyik egyenletét egy nemnulla szammal szorozzuk, vagy valamelyik egyenlethez a
linedris egyenletrendszer egy masik egyenletét hozzaadjuk.

Bizonyitas:

14



1.3 Linedris egyenletrendszerek

Linearis egyenletrendszer matrixos alakja:

Egy linedris egyenletrendszer felirhat6 Ax = b alakban, ahol A az egyiitthaté matrix, x
az ismeretlenek vektora, b pedig a konstans vektor.

(S S T I ¢4 17) X1 by
Ay Ap o Gp || x| _ | b2
An1 Am2 Amn Xn by,
S——— N———
A x b

Tétel 1.6: LER megoldhatdsaganak sziikséges és elégséges feltétele

Az Ax = b linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha rg(A) =
rg(A|b), ahol az (A|b) méatrixot kibdvitett matrixnak nevezziik.

A feltétel matrixosan:

app Qa0 Qg an Qi v Qi | by
rg Q1 A 0 Oop | _ rg @y  Gp 0 @ | b
Am1 A2 Amn A1 A2 Amn bn

Bizonyitas:

Definicié 1.26: Homogén linearis egyenletrendszer

Az Ax = b linedris egyenletrendszer homogénnek mondjuk, ha b = 0.

Ha b # 0, akkor a linedris egyenletrendszer inhomogén.

A feltételbdl kovetkezik, hogy homogén linearis egyenletrendszer (b = 0) mindig meg-
oldhato, hiszen az egylitthaté matrixbdl és egy nullvektorbol képzett kibdvitett matrix
rangja mindig meg fog egyezni az egylitthaté matrix rangjaval.

Tekintsiik az n egyenletbdl és n ismeretlenb6l 4116 homogén lineéris egyenletrendszert.
Ekkor ha az A matrix regularis, akkor az egyenletrendszernek csak a trivialis megolddsa
létezik. Ha az A szinguldris, akkor létezik nemtrividlis megoldés is.

15



1 Linedris algebra

Megoldasi médszerek:

1. Ha az A matrix regularis, akkor invertalhat6 és az x = A~'b.

2. Cramer-szabaly: ha az A matrix reguldris, akkor az egyiitthatok az aldbbi médon

szamithatoak:
_ det Ai

Y= JetA’
ahol az A; matrixot ugy képezziik, hogy az i-edik oszlopaba b vektort irjuk be.

3. Gauss-eliminacié: sormtveletekkel alakitjuk a kibgvitett matrixot:

a;; @ - a, | by o o ... OO
ay; Ay o Gy, | by o O - OO
Am1 Qmz  *** Qgp | by 0 0 -« o] o

16



1.4 Linedris leképezések

1.4. Linearis leképezések

Definicié 1.27: Linearis leképezés

Legyenek V] és V5 ugyanazon T test feletti vektorterek. Legyen ¢ : 1| — V; leképezés,
melyet linearis leképezésnek neveziink, ha tetsz6leges két Vi -beli vektor (Va; b € 1) és
T-beli skalar (A € T) esetén teljesiilnek az alabbiak:

» p(a + b) = p(a) + p(b) ~ additiv (0sszegre tagonként hat),
» p(1a) = 1p(a) ~ homogén (skalar kiemelhet6).

©(0) = 0 minden linearis leképezés esetén.

A linearitas miatt p(—a) = —¢p(a).

Definicié 1.28: Homomorfizmus

Hom(V;15) :={¢ : | — V| ¢ linedris }

Definicié 1.29: Endomorfizmus

End(V) := Hom(V; V)

E] (Hom(W; ¥5), +, 4) vektortér R vagy C felett.

Definicié 1.30: Izomorfizmus

A ¢ : Vi — V5 leképezés izomorfizmus, ha linearis és bijektiv.

¢ Véges dimenzidju vektorterek esetén az egymassal izomorf vektorterek dimenzidja azo-
nos.

Legyenek V] és 15 ugyanazon test feletti vektorterek, és dim V{ = dim V5. Ekkor Y ~ 1§

Bizonyitas:

17



1 Linedris algebra

Tétel 1.7: Linearis leképezések alaptétele

Legyenek 1] és V5 ugyanazon test feletti vektorterek, és legyen {by; b,; ... ; b,} bazis V-
ben, és {a;; a,; ... ; a,,} tetsz6leges vektorrendszer V5-ben. Ekkor egyetlen linearis leké-
pezés létezik, melyre ¢(b;) = a;, ahol i € {1,2, ..., n}.

Bizonyitas (Unicitas, indirekt médon):

Legyenek ¢ # 9 linedris leképezések, melyekre p(b;) = a; ésp(b;) = a;,i €{1,2,...,n}.
Legyen x € ] tetszbleges, x = Zir;l &:b;. Hattassuk @-t x-re:

p(x)=¢ (Z §ibi) = &o(b) = & 9(by) + ... + £,0(by,)
i=1 i=1

=&a; + ...+ §a, = §P(by) + .. + E9(by) =P (Z gibi) = P(x)
i=1

Ezzel ¢ = 1), ami ellentmond a feltételnek, tehat a feltevés nem igaz.

Bizonyitas (Egzisztencia, konstruktiv bizonyitas):

Legyen ¢ : V| — V5 leképezés, és x — @(x). Ha (&;&,; ... 5 €,) az x koordinatai, akkor
p(x) = & aq +... +&,a,. Hasonlo mddon legyen (15 7,; ... s 1,) az y koordinatai. Ekkor:

p(x+y) = (& +n)ag + ... + (& +na,
= §1a1 + ...+ gnan +ma + ... +nua, = @(x) + (0(}’),

p(Ax) = A a; + ... + A&a, = A& aq + ... + &a,) = Ap(x).

Linearis leképezések matrixreprezentacidja:

Legyenek 1] és 15 ugyanazon test feletti vektorterek, és dim V| = n, valamintdim V; = k.
Legyen {a;; a; ... ; a,} bazis V{-ben, és {b;; b,; ... ; b, } bazis V5-ben. Legyen ¢ : V| - V4
linearis leképezés, ekkor

K A i 0 Ap
. Xz1 Az -+ Oop
go(ai) = alibl + a2ib2 + ...+ akibk = Z C(Jle => A= . . o .
a : : :
A1 At Gkndy

Az A matrixot ¢ leképezést reprezentalé matrixnak hivjuk, segitségével tetszéleges x €
W képét meghatarozhatjuk. Legyenek (&, &,, ..., &,) az x koordinatai, ekkor a képét az
alabbi modon szdmithatjuk:

n n ann A o a6
a a . cee a
p(x) =@ (Z §iai) = Z §ip(a;) = :21 :21 . :2" §:2
i=1 i=1 : : : . .
Qr M - and LEn

18



1.4 Linedris leképezések

@ : Hom(V; V5) > My, izomorfizmus, ahol dim V| = k és dim 5 = n.
Kovetkezmény: dim(Hom(V;15)) = n- k = dim ] - dim 5.

Legyenek Vi, V5 és 15 vektorterek, dimVf = k, dimV, = m és dim 1, = n. Legyenek
o 1 Y - WKésyp : V5, - 14 linedris leképezések, ekkor a 1{-bdl 15-ra vald leképezés
(pop : | - W) olyan, hogyhagp & A € M, ésp & B € M, . akkor o p <
C € M, «,aholC =B - A.

Specidlisan, ha V{ =15, =1, = V,dim V = n, akkor A; B; C € M.

Kovetkezmény: Invertilhato linearis leképezés matrixa invertalhato.

Definicié 1.31: Leképezés magtere

Legyen ¢ : Vi — V5 linedris leképezés, ekkor a
kerp :={v|v € Y A ¢p(v) = 0}

halmazt a leképezés magterének nevezziik.

ker ¢ altér {-ben.

Bizonyitas:

Definici6é 1.32: Leképezés defektusa

A magtér dimenziojat defektusnak nevezziik, és def p-vel jeldljiik.

» Nem létezik olyan vektortér, melynek magtere az {ireshalmaz (a nullvektor min-
dig benne van, mert a nullvektor képe mindig nullvektor).

« Invertalhato linedris leképezés magtere a nullvektor.

A ¢ leképezés injektiv, akkor és csak akkor, ha ker ¢ = {0} < defgp = 0.

Bizonyitas:
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1 Linedris algebra

Definicié 1.33: Linearis leképezés rangja

Egy linearis leképezés rangjdnak nevezziik a képtér dimenzidjat. rg o = dim p(1).

Tétel 1.8: Rang-nullitas tétele

Legyen V] véges dimenzids vektortér, ¢ : V{ — V4 linedris leképezés, ekkor
rgp + defp = dim 1.

Bizonyitas:

Tetsz6leges linedris leképezés rangja megegyezik barmely bazisra vonatkoz6 matrixrep-
rezentaciéjanak rangjaval. ¢ : Y| - V5, dim V] = m,dimV, =n= ¢ © A, A € M, m»
rgp =rgA.

[!] Bizonyitas:

Tétel 1.9: Masik bazisra valoé attérés matrixa

Legyen ¢ : V — Vlinearis leképezés, {by; b,; ... ; b, } és{b;; b,; ... ; b,,} bazisok V-ben. A
@{b;; by; ... b, } bzisra vonatkoz6 matrixa A, a ¢{b;; b,; ... ; b, } bazisra vonatkozé mat-
rixa A. Jelblje S a {b;; b,; ... ; b, } bazisrél a {by; b,; ... ; b,,} bazisra val6 4ttérés matrixat,
ekkor

Bizonyitas:

20



1.4 Linedris leképezések

« A fenti tételben szerepl6 A és A matrixok hasonloak.
» Hasonld matrixok determinansa megegyezik.
« Hasonlé matrixok rangja egyenld.

Definicié 1.34: Sajatértékek és sajatvektorok

Legyen V a T test feletti vektortér, v € V, v # 0. v-tag : V — Vlinearis leképezés
sajatvektoranak mondjuk, ha 6nmaga skalarszorosaba megy at a leképezés soran, azaz
p(v) = Av, A € T. A-t a v sajatvektorhoz tartozo sajatértéknek mondjuk.

Ha a v sajatvektora a ¢-nek, akkor annak skalarszorosa is.

Tétel 1.10: Sajatértékek szamitasa

Az A € M, ,, matrix sajatértékeit a
det(A—AE) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei.

Bizonyitas:
Legyen v az A sajatvektora. Ekkor teljesiil az Av = Av egyenlet. Ezt atalakitva:

Av—lv=0 => Av-AEv=0 = (A-ABEv=0.

Igy egy olyan homogén lineéris egyenletrendszert kapunk, amelynek létezik a trivialis-
tol eltérd (v # 0) megoldasa, tehat det(A — AE) = 0.

A det(A — AE) = 0 egyenletet karakterisztikus egyenletnek nevezziik.
A det(A — AE) polinomot karakterisztikus polinomnak nevezziik.

Kiilonbozé sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas:
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1 Linedris algebra

Szimmetrikus métrix sajatértékei valosak.

Bizonyitas:

Az n-edrendti szimmetrikus matrixnak van n darab, paronként egymasra meréleges sa-
jatvektora.

Bizonyitas:

Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

2 -1 2 =l 1 0 2—-1 -1
A_[—l 2] A_’UE_[—l 2]_’1[0 1]‘[—1 2—/1]
A karakterisztikus egyenlet, és ennek alapjan a sajatértékek:

dettA—AE)=(2-12-1=0 = A =1, 1,=3.

A sajatvektorokat az (A — A;E)v; = 0 egyenlet segitségével szamithatjuk ki:

1. A 4; = 1 sajatértékhez tartozé sajatvektor:

RIS [ IR

2. A 4, = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

[ IR Kl
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1.4 Linedris leképezések

Definicié 1.35: Skalaris szorzat

Legyen Vegy R feletti vektortér, és( ) : VXV — R fiiggvény, melyet skalaris szorzatnak
neveziink, ha teljesiilnek az alabbiak:

1. (x;y) = (y;x) minden x; y € Vesetén, (szimmetrikus)
2. (Ax;y) = A{x;y) minden x;y € Vés 1 € R esetén, (homogén)
3. (x; + x5, ) = (x1; ) + (x5; y) minden x;; x,; y € Vesetén, (additiv)
4. (x;x) > 0, egyenlGség akkor és csak akkor, ha x = 0. (nemnegativ)

Definicié 1.36: Euklideszi tér

Legyen {e;; e,; ... ; e, } kanonikus bazis, melyben

& N n
. 5:2 ¢ y=|"|, ekkor (xy):=> &

: 8 i=1

£, T

Az igy el6allitott (V, ( )) valos euklideszi tér.
Jelolése: E": n dimenzids euklideszi tér.
A valos euklideszi térben értelmezhetjiik a vektorok hosszat: || x| = /(x; x).

LY 1)

Valamint értelmezhetjiik x és y vektorok szogét: cos £(x;y) = B

Valos euklideszi térekben érvényesek a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz-egyenl6tlen-
ség:
Gy < IxI? - 1y1? = (xx) - (y; ).

Ebbdl kovetkezik, hogy a haromszog egyenl6tlenség is teljesiil:

e+ yl < ll*ll + 1yl

Definicié 1.37: Ortonormalt bazis

A (V,( )) n dimenzids euklideszi tér {e;;e,; ... ; e,} bazisat ortonormaltnak mondjuk,
ha (ei;ej) = §;, ahol
e hai=j,
v {o, hai# j,

az ugynevezett Kronecker-delta.

Definicié 1.38: Ortogonalis transzformacio

Az n dimenzio6s euklideszi tér A : V — V linedris transzforméciojat ortogonalisnak
mondjuk, ha (Ax; Ay) = (x;y), minden x; y € V esetén.
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1 Linedris algebra

« Ortogonalis transzformacié normatarto.

+ Ortogonalis transzformacio szogtarto.
 Ortogonalis transzformacié ortonormalt bazist ortonormalt bazisba visz at.

Definicié 1.39: Bazistranszformacié
..;b,} —

..;b,} és {by; b; ...; b,} bazisok V-ben. Ekkor a {b;;b,;
; b, } bazistranszformacio S matrixa a kovetkez6képpen irhato fel:

Legyenek {b;; b,; .
Bl = Sllbl + S21b2 + ...+ Snlbn
b, =s;b; +5yby + ... +5,b, 511 S1p Sin
: S21 S22 San
- > S=]7% . .
b] =S1jb1+S2jb2+... +Snjbn ] ] o
Sn1 Sn2 Snn
bn = Slnbl + Sznbz + ...+ Snnbn

E] A bézistranszformdcié matrixa mindig invertalhato.
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2 Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

A fejezetben érintett témakorok

2.1 Alapfogalmak . . . . . . . e 26
2.2 Taylor-sorok . . . . . ... e 33
2.3 Fourier-sorok . . . . ... e e 36



2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

2.1. Alapfogalmak

Definicié 2.1: Fiiggvénysorozat

Az f, : I C R — R sorozatot fliggvénysorozatnak nevezziik.

Példak fiiggvénysorozatokra:
e fu: R—>[-1;1] f,(x)=sinnx
* 8 i [0;00] > R gp(x) = x"
e h, :R->R h,(x) = e™™

Definici6é 2.2: Fiiggvénysorozat pontbeli konvergenciaja

Ha az x,, € I pontban az (f,,(x,)) szdimsorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az
(f,) fuggvénysorozat konvergens az xy-ban. A konvergenciahalmaz:

H:= { x | x € I A (f,,) konvergens az x pontban }

Példak konvergenciahalmazra:
o fu(x) =sinnx Hy ={kmk € 7}
* 8n(x) =x" Hg, =[0;1]
© hy(x)=e"  Hy, ={0}

Definici6é 2.3: Fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye

Az f fiiggvényt az (f,,) fliggvénysorozat hatarfliggvényének nevezziik:
f(x) := lim f,(x), x€H.
n—oo

Azt mondjuk, hogy az (f,,) fliggvénysorozat pontonként konvergal az f hatarfliggvény-
hez a H-n, ha Ve > 0 esetén IN(c; x), hogy | f,(x) — f(x)| < &, han > N(g; x).

Definicié 2.4: Fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciaja

Az (f,,) egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha Ve > 0 esetén létezik N(¢) ugy,
hogy |f,.(x) — f(x)| < &, han > N(¢) minden x € E esetén.

Az egyenletes konvergenciabol kovetkezik a pontonkénti konvergencia.

Az 4llitas azonban megforditva nem igaz.
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2.1 Alapfogalmak

Tétel 2.1: Cauchy-kritérium fiiggvénysorozatok konvergenciajara

+ Az (f,) akkor és csak akkor konvergens az x, € H pontban, ha Ve > 0 esetén
AN(e), hogy | fu(xo) — fin(xo)| < & han;m > N(e).

» Az (f,,) akkor és csak akkor konvergens az H C I halmazon, ha Ve > 0 esetén
AN(e, x), hogy ha n; m > N(g, x), akkor Vx € H esetén |f,,(x) — f,,,(x)| < €.

+ Az (f,,) akkor és csak akkor egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha Ve >
0 esetén IN(¢), hogy ha n; m > N(e), akkor Vx € E esetén |f,,(x) — fin(x)| < €.

Bizonyitas:
Az els6 két eset bizonyitdsa a numerikus sorozatokndl tanultak szerint torténik.
A harmadik eset bizonyitasa:

(=) Ha (f,,) egyenletesen konvergens E-n, akkor Ve > 0 esetén IN(¢) ugy, hogy:

|fn(x)—f(x)|<%, ha n >N(%),Ver,

|fin(0) — f()] < %, ha m >N(%>,Vx € E.

Tovabb4, ha n; m > N(e/2) és a hdromszog-egyenlétlenséget felhasznélva:

1:00) = 0] = 1:00) = £ + FG) = S| <
< 1) = FOO+ () = fimn0) < 5 +

<e/2 <e/2

€

2=E.

(O fu() = fru(x)| < €/2,han;m > N(¢) és x € E. Ekkor f,, Cauchy-sorozat, f,, is az,
azaz f,,, — (x) = f(x), ha m — oo, Ekkor:

() = FOI < % <¢ ha n>N(), VxeE.

Definicié 2.5: Fiiggvénysor

Legyen f,, : I C R — R fliggvénysorozat. Képezziik az alabbi fiiggvénysorozatot:

s1(%) 1= fi(%),
(%) 1= fi(x) + (%),

j
5i(x) 1= D fi(x)
i=1

Az igy el6allo (s,) fliggvénysorozatot az (f,,) fiiggvénysorozatbol képzett fiiggvénysor-
nak hivjuk és ) f,,-nel jeloljiik.
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2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Definicié 2.6: Fiiggvénysor pontbeli konvergenciaja

A Y f, fuggvénysor konvergens az x, € I pontban, ha az (s,,) fiiggvénysorozat konver-
gens az x, pontban.

Definicié 2.7: Fiiggvénysor konvergenciahalmaza

Az Y f, fiiggvénysor konvergens a H C I halmazon, ha az (s,,) fliggvénysorozat konver-
gens a H-n.

Definici6é 2.8: Fiiggvénysor egyenletes konvergenciaja

Az Y’ f, fliggvénysor egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha az (s,,) fliggvény-
sorozat egyenletesen konvergens az E-n.

Definicié 2.9: Fiiggvénysor Osszegfiiggvénye

Az ) f, figgvénysorozat Gsszegfliggvénye az s(x) := lim s,(x) figgvény, ahol x € H.
n—oo

Tétel 2.2: Cauchy-féle konvergencia kritérium egyenletes konvergenciara

A Y] f, akkor és csak akkor egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha Ve > 0
esetén IN(e) ugy, hogy ha n; m > N(e), akkor Vx € E esetén |s,(x) — s,,(x)| < €.

Bizonyitas:

Tétel 2.3: Weierstrass-tétel fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara

Legyen f,, : I C R — R fiiggvénysorozat és Y. f, a bel6le képzett fiiggvénysor, tovabba
> a, olyan konvergens numerikus sor, melyre Vx € I esetén |f,,(x)| < a, Vn € N-re
n > ny € N esetén.

Ekkor a ) f;, fiiffvénysor egyenletesen konvergens.

Bizonyitas:
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2.1 Alapfogalmak

Definicié 2.10: Fiiggvénysor abszolit konvergenciaja

A f, fiiggvénysort abszolut konvergensnek mondjuk, ha a )] | f,,| fiiggvénysor konver-
gens.

A Weierstrass-tételbeli konvergencia abszolut konvergencia is.

Definicié 2.11: Hatvanysor

Legyen f,(x) := a, (x — xo)". A bel6le képzett
D a0 = D an (x = x)"

fiiggvénysort hatvanysornak nevezziik, ahol a, a hatvanysor n-edik egyiitthatéja, x,
pedig a sorfejtés centruma.

Ha xy = 0, akkor a hatvanysor az alabbi alakra egyszertisodik:

Zan~x".

Definici6é 2.12: Hatvanysor konvergenciasugara

A Y a, (x — xo)" hatvanysor konvergenciasugara:

r 1 ER
= b-
lim sup %/|a,,|

n—oo

Tétel 2.4: Fiiggvénysor konvergenciaja

Legyen a ), f, fliggvénysor egyenletesen konvergens az x, pontot tartalmazé kornye-
zetben, tovabba legyenek a sor tagjai az x,-ban folytonosak. Ekkor az Osszegfiiggvény
is folytonos az x, pontban.

Bizonyitas:
Tudjuk, hogy a ), f,, folytonos és egyenletesen konvergens. Azt akarjuk belatni, hogy
|f(x) — f(xp)| tetsz6legesen kicsivé tehets, mert ekkor az Osszegfiiggvény folytonos.

FG) = F ko)l = 1 (X) = £u0) + Fal(x) = o) + (o) = f (xo)] <
< 1) = FuO)+ 1) = ool + [folro) = fx0)] < 3+ 5 =&,

<¢/3 (i) <e/3 (ii) <e/3 (iii)

ha n > N(e/3) := max{N;(e/3); N,(e/3); N5(¢/3)}.
(i) egyenletes konvergencia miatt,
(ii) folytonossag miatt,

(iii) egyenletes konvergencia miatt.
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2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

1. Folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens sorozatanak hatarfiiggvénye is
folytonos.

2. Folytonos fliggvények egyenletesen konvergens fiiggvénysoranak osszegfiiggvé-
nye is folytonos, ha a fiiggvénysor tagjai folytonosak.

[!] Bizonyitas:

Tétel 2.5: Tagonkénti integralhatésag

Legyenek a Y| f;, fliggvénysor tagjai integralhatoak az [a; b] zart intervallumon. Tegyiik
fel, hogy a sor egyenletesen konvergens az [a; b]-n és 0sszegfiiggvénye folytonos. Ekkor

f () dx = Z T

Bizonyitas:

I Nem korlatos intervallum esetén nem igaz az allitas.

Tétel 2.6: Tagonkénti differencialhatosag

Legyenek az f, fiiggvénysor tagjai differencialhatéak a J intervallumon, f, fiiggvények
folytonosak a J-n, valamint a ) f;; és a ), f;, fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek
a J-n. Ekkor

f1e) =3 falo).
n=1

Bizonyitas:

30



2.1 Alapfogalmak

Tétel 2.7: Hatvanysor konvergenciaja

Haa )] a,x" hatvanysor konvergens az X, pontban, akkor az x < x, helyeken abszolut
és egyenletesen konvergens.

Bizonyitas:
Haa ) a,x" hatvanysor konvergens az x,, pontban, akkor a,x" — 0, han — co. Ekkor
tehat korlatos is, azaz 3K € R, hogy |a,x"| < K.

n

@ x
lanx"| = SR ol = fanxd] || =0
ol W Xo

L,
<1 ha |x|<|x|

Ekkor |a,x"| < K - ¢", tehat Y a,x" < > K-q" = K- Y q". Lathatjuk, hogy igy
konvergens geometriai sorral becsiilhetjiik a hatvanysort. Alkalmazva a Weierstrass-
tételt, D a,x" abszolut és egyenletesen is konvergens, ha |x| < |xg].

Tétel 2.8: Cauchy-Hadamard-tétel

Legyen r a ), a,x™ hatvanysor konvergenciasugara. Ha ...

1. r = 0, akkor a hatvanysor csak az x, = 0 pontban konvergens,
2. r = o0, akkor a hatvanysor Vx € R esetén konvergens,
3. 0 < r < o, akkor a hatvanysor konvergens, ha |x| < r és divergens, ha |x| > r.

~
abszolut konvergencia

Bizonyitas:
Az els6 két eset az el6z6 tételek alapjan konnyen adédik.
A harmadik esetben a hatvanysor konvergens, ha |xy| < r:

X
limsup R/ |a,x§| = |xo| limsup &/|a,| = % <1

Azaz létezik q < 1, hogy a Y, a,,x" hatvanysor a gyGkteszt miatt konvergens. Mivel x
tetszéleges volt (|xo| < r), igy minden |x| < r esetén igaz, hogy a ), a,x™ hatvanysor
konvergens. Ugyancsak a gyokteszt miatt a hatvanysor divergens, ha |x| > r.
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2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Haa lim #%/|a,| hatarérték létetik, akkor ez megegyezik a lim sup %/|a,,| hatarértékkel.
n—oo

Gyakran igy szdmolunk:

1
lim 4/]a,|
n—oo

Tétel 2.9: Abel masodik tétele

Tegylik fel, hogy a ; a,,x™ hatvanysor konvergenciasugara r és ez a hatvanysor az x = r
pontban konvergens. Ekkor a hatvinysor a [0;7] intervallumon egyenletesen konver-
gens, igy az Osszegfliggvény is folytonos a [0;r] intervallumon. Ha a hatvanysor az
x = —r pontban konvergens, akkor a hatvanysor a [—r; 0] intervallumon egyenletesen
konvergens, igy az Osszegfiiggvény is folytonos a [—r; 0] intervallumon.

Bizonyitas:

Abel masodik tételének kovetkezményei:

1. A hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergencia intervallum belsejében folytonos.

2. A hatvanysor konvergenciaintervallum tetszéleges részintervalluman tagonként
integralhato, azaz ha [a; b] C (—r;7) és s(x) := D, a,x" Osszegfiiggvény, akkor

b oo b
[ s(x)dx = Z a,x"dx.
a

n=0"Ya

3. Ha s(x) a hatvanysor osszegfiiggvénye, akkor

[e9) [s9)
s'(x) = Z (a,x™) = Z na, x" 1
n=0 n=0
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2.2 Taylor-sorok

2.2. Taylor-sorok

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény Y, a,,x" hatvanysor alakban eléallithato.

f(X) = ag + ayx + ayx? + azx3 + ... + a,x"
f/(x) = a; +2a,x + 3a3x* + ... + na,x"!
f(x) =2a, +3-2a3x+ ... + n(n — 1) a,,x" 2
f"x)=3-2a3+..+n(n-1)(n—-2)a,x"3

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor x = 0.

f(0) =a,
f0)=a
J"(0) = 2a,

f"(0) = 3 - 2a,

™) =nla,

Ebbdl felirva a fiiggvényt:
0 ’ 0 " 0 m 0 (n) 0
=10 O IO L O, 100,

Zart alakra hozva:

f(”)'(O) o

fe) =7, ” , ahol  fOx) = f(x).
n=0 :

Definicié 2.13: Taylor-polinom

Legyen f : I C R — R fiiggvény, mely az x, pontban legalabb p-szer differencialhato.
Ekkor az f fiiggvény x, koriili p-edik Taylor-polinomja:

p (k)
1,00 = 3 L0 k.

p™(x) p™M(1)

p(x) = x3 +3x?+2 6 P > :

p'(x) = 3x* + 6x 9 | Tax)= ot ﬁ(x -D+ E(X -1+ i(x -1)3
p"(x)=6x+6 12 =64+9(x—1)+6(x—1%>+(x—1)}
p’"(x) — 6 6

33



2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Tétel 2.10: Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal

Ha az f fliggvény legaldbb (r + 1)-szer differencidlhato az (x; x,) intervallumon és f)
Vk € {1;2; ... ; r} esetén folytonos ay x és x, pontokban, akkor 3§ € (x; x,), hogy

(k) (r+1)
109 =3 o0 e x4 Ty
2w i

Lagrange-féle maradéktag

Bizonyitas:
Definidljuk a kovetkez6 fiiggvényt:
f' (t) MO f(’)(t)

F@®) = f( + o -7+ (ri)'(x £+,

Valasszuk meg a c,,; egyiitthatét ugy, hogy F(x) = f(x). Differencidljuk az F(¢) fiigg-
vényt!

F) :f’(t)+< "(t)( —t)—&) (f’"(t)( P f”(t)z(x—t))
+oet (M(x — by — f(:—!()r(x - t)H) - c’r—jl(r +D)(x—t)

r!

Ha felbontjuk a zaréjeleket, akkor lathatjuk, hogy az egyes tagok paronként kiejtik egy-
mast. Az egyenl6ség az alabbi alakra egyszertsodik:

, x—t)
Feo=% = ) (F+Y = ¢p41).
A Rolle-tétel alapjan 3¢ € (x; xy), hogy F’'(§) = 0. Ekkor:

0= & ;_! & (fr+D —¢,py) = fODE) =y

#0 =0

Definicié 2.14: Taylor-sor

Legyen az f fiiggvény az x, pontban akarhanyszor differencidlhat6. Ekkot a

hatvanysort az f fliggvény x, koriili Taylor-soranak nevezziik.

Ha x, = 0, akkor a Taylor-sorot Maclaurin-sornak nevezziik.
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2.2 Taylor-sorok

Tétel 2.11

Bizonyitas:

Fontosabb fiiggvények Maclaurin-sorai:

Az el6bb definialt Taylor-sor akkor és csak akkor allitja el6 a fliggvényt az x = x, pont-
ban, ha a maradéktag a nulldhoz tart n — oo esetén.

Fiiggvény Taylor-sor Konvergencia intervallum
© _k
x
e* I;) F R
) € " x2k+1
sin X kZ:;)(—l) m R
o X
cos x Z( 1) (2k)' R
e 2k+1
arctan x Z( 1) KT 1 [—1;1]
) € x2k+1
sinh x & m R
=
cosh x R
,é) 2k)!
€ 2k+1
artanh x Z (-1;1)
k +1
In(1 + x) kZ‘( 1) o (-1;1]
1+ k)* i @)k (-1;1)
k=0 k
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2 Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

2.3. Fourier-sorok

Definici6é 2.15: Trigonometrikus polinom

Az alabbi alaku fiiggvényt trigonometrikus polinopmnak nevezziik:

t,(x) = ay + a, cos x + by sin x + a, cos 2x + b, sin2x + ... + a,, cos nx + b, sin nx.

Definicié 2.16: Trigonometrikus sor

Az alabbi alakd Osszeget trigonometrikus sornak nevezziik:
t(x) = a9+ a,cosx + b;sinx + ... + a,cosnx + b, sinnx + ... =
[Se]
=ag+ Z ay cos kx + by sin kx

k=1

1. Az Osszegfiiggvény, ha létezik 27 szerint periodikus.

2. Ha folytonos a fiiggvény és egyenletesen konvergens, akkor az 0sszegfiiggvény is
konvergens.

Definicié 2.17: Fourier-sor

Legyen f : R — R egy 2p szerint periodikus fliggvény, amely a [0; 2p] intervallumon
Riemann-integralhaté. Ekkor a fliggvény Fourier-sordn az alabbi trigonometrikus sort

értjiik:
- kzx . (krx
F(x)=ay+ Z aycos| — | + by sin| — ||,
k=1 p p

ahol az egylitthatok a kovetkezdk:

1 [
aO = E‘/(; f(x) dx,

2p
ap = 1 f(x)cos(%)dx, by =

g . (kmx
A l f(x)sm(T)dx

Ha az f fliggvény el6all a fenti tipust Osszegként, akkor az egyiitthatok csak ilyenek
lehetnek.

<=

Ha az f fiiggvény 2p szerint periodikus, akkor mindegy, hogy a [0; 2p] intervallumon,
vagy egy skalarral eltolva az [a; a + 2p] intervallumon integralunk, vagyis:

2p a+2p
f(x)dx :/ f(x)dx

0
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2.3 Fourier-sorok

Tétel 2.12

Ha a 27 szerint periodikus f fiiggvénynek létezik az x, pontban a jobb- és baloldali
hatarértéke, tovabba az f fliggvény Fourier-sora ebben a pontban konvergens, akkor a
Fourier-sor 0sszege ezen pontokban a fliggvény bal- és jobboldali hatarértékeinek szam-
tani kozépe.

Bizonyitas:

Ha az f fliggvény folytonos az x, pontban, akkor a Fourier-sor 0sszege ebben a pontban
a fiiggvény hatarértékével egyezik meg.

Tétel 2.13

Ha a 27 szerint periodikus, integralhat6 f fliggvény szakaszonként monoton és az x,,
pontban differencialhatd, akkor az f fiiggvény Fourier-sora ebben a pontban konver-

gens.

Bizonyitas:

Ha egy fliggvény paros, akkor a Fourier-sordban csak a és koszinusz tagok szerepelnek,

vagyis by = 0.

Bizonyitas:

L]
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Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

L]

Ha egy fliggvény pdaratlan, akkor a Fourier-sordban csak szinusz tagok szerepelnek,
vagyis ap = 0és a; = 0.

Bizonyitas:

Allitsuk elé az f fiiggvény Fourier-sorét, f(x) = x2, ha x € [—m; 7] és f(x) = f(x+2km),
ahol k € Z.

Mivel a fliggvény paros, ezért a Fourier-sordban csak ag és a; tagok szerepelnek. Az
integracids intervallumot [—; 77]-re valasztjuk.

Az a, egylitthato:

v T
ao=i xzdx=ix—3 -1 v _ e =7T—3.
2m ) 2| 3], 2m\3 3 3

Az a; meghatéarozasa:

1 (7, 1 ([ x*sinkx]" 2x coskx |”* 2sinkx 1"
= | axteoskady — = || e | o |+ =
) . T - . _n

e = k K2 P
_ 1 (2mcoskr  2mcos(—km)\ 1 (4mcoskm) 4 _ 4 K
= (FTT ) = 2 (T ) = ook = o 0”

A Fourier-sor tehat: ,  w .
T 4(-1)
F(x) = 3 + kZ::l 2 cos kx.
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3 Tobbvaltozos analizis

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

Lorem ipsum odor amet, consectetuer adipiscing elit. Lobortis ut nec venenatis id himenaeos
suscipit; habitant gravida dictum. Etiam praesent ad vestibulum iaculis pretium eros? Semper
porttitor enim pharetra malesuada tortor amet odio tellus. Rhoncus sollicitudin cubilia lobortis
eros ultricies aenean. Purus dis parturient nec; phasellus eros blandit. Dignissim facilisi
torquent mollis, risus turpis a blandit per etiam. Quam sem lacus phasellus mi metus ante.
Suspendisse leo duis cursus taciti ante.

A fejezetben érintett témakorok
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3 Tobbvdltozos analizis

3.

1. Alapfogalmak

Definicié 3.1: Gombkornyezet

Legyen p € R". Ekkor a p pont ¢ sugaru nyilt kérnyezetén (gombkornyezetén) a

B.(p) :={x € R" | |x — p| < ¢} halmazt értjiik.

A tobabbiakban E" jelolje az n dimenzids euklideszi teret.

Definicié 3.2: Pontsorozat konvergenciaja

A (p,) E"-beli pontsorozat konvergens, ha Ip € E", hogy Ve > 0 esetén IN(¢) kiiszob-
index, hogy n > N(¢) esetén p,, € B.(p).
Ekkor a p pontot a sorozat hatarértékének, vagy hatarpontjanak nevezziik.

Tétel 3.1: Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel

Végtelen, korlatos, R"-beli ponthalmazbol kivalaszthaté konvergens pontsorozat rész-
sorozata. Ezen sorozat hatarértéke (hatdrpontja) a ponthalmaz torlédasi pontja.

Bizonyitas:

Tobbvaltozés fiiggvények jeldlése:
Legyen f : R" — R fiiggvény. Ekkor a fiiggvény az alabbi formaban irhato fel:

! [0 x5 05%5)

* X1, X5 05 X

:2 = O X505 %,) = L 2:’ 3 Xp) ’
0 Jie(x15 %25 .05 Xy)

aholaz f; : R" - R,i € {1;2; ... ; k} fliggvényeket komponensfiiggvényeknek nevezziik.
Specialis elnevezések:

« f: R* = RF vektor-vektor fliggvény,

« f:R" >R vektor-skalar fiiggvény,

« f: R — RF skaldr-vektor fiiggvény.
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3.1 Alapfogalmak

Definicié 3.3: Tobbvaltozos fiiggvény hatarértéke

Tekintsiik az f : R" — R leképezést. Azt mondjuk, hogy az f hatarértéke a € R”"
pontban A € R¥, ha az A tetszéleg ¢ > 0 sugardi gombkornyezetéhez létezik az a-nak
olyan §(¢) sugaru gombkornyezete, hogy

X €Bs(@)\{a} = [f(x) € B(A).

Definici6é 3.4: Tobbvaltozos fiiggvény folytonossaga

Azt mondjuk, hogy az f : Dy C R" — RK leképezés folytonos az értelmezési tartoma-
nyéanak egy belsé pontjiban (a € D), ha az adott pontbeli hatarértéke megegyezik az
adott pontbeli fliggvényértékkel, vagyis

lim f(x) = f(a).

Tétel 3.2: Atviteli elv egyvaltozés fiiggvényekre

Az f fuggvény hatarértéke az a € D, pontban akkor és csak akkor A, ha Vx, — a
sorozat esetén f(x,) - A.

Tétel 3.3: Az atviteli elv altalanositasa

Az f : R" — R fliggvény hatarértéke az @ € R" pontban akkor és csak akkor A € R,
ha Vx,, — a sorozat esetén f(x,) — A.

Definicié 3.5: Tobbvaltozoés fiiggvény differencialhatésaga

Legyen I € R” nyilt halmaz, f : I — RF leképezés. Azt mondjuk, hogy az f diffe-
rencialhaté az a € I pontban, ha A : R" — RX linearis leképezés és w : R" — RK

fiiggvény, hogy

. Jw(h)|
lim
Ihi~o [k

w(0) =0 ¢és , hogy f(x)—fA)=AKx—-a)+wkx-—a).

Haaz f : I C R" — R fliggvény differencidlhaté az a € I pontban, akkor ott folytonos
is.

Bizonyitas:
w(h)|h|
Ikl
Ha h — 0, akkor w(h)/||h|| — 0, azaz || f(a + h) — f(a)|| tetsz6legesen kicsivé tehetd,
hiszen 9/(0) = 0 tetsz6leges linedris leképezésre igaz. Az allitds igy igaz.

Legyen h = x — a, ekkor f(x) — f(a) = A(h) + w(h) = A(h) +
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3 Tobbvdltozos analizis

Ha létezik az f : I C R" — RF fliggvénynek az a € I pontbeli derivéltja, akkor az
linearis lekézezés egyértelmu.

Bizonyitas (Indirekt médon):
Tegyiik fel, hogy A; : R" — RKés A, : R® - RK két kiilonboz6 linearis leképezés
egyarant az f fiiggvénynek az a pontbeli derivaltja. Ekkor

lim |f(a+h) - fla) = A, (W) & Lim |f(a+ h) = f(a) = A(W)| _
I]—0 [ Al Ik]—0 L

Vonjuk ki egyméasbol a két kifejezést:

L] A - A )] _

im 0.
Ik]—0 1l

Mivel A, és A, linearis leképezések, ezért a kiilonbségiik is az, ebbdl
Al(h) —Az(h) = (Al —Az)(h)-
| S ——
B
Vizsgaljuk a h = Au esetet. Ekkor, ha h — 0, akkor 4 — 0 is igaz. Tehat

lim Z) lim D) _

= =0.
-0 |[Au|  2-o0 |A]|u]

Mivel tetszbleges u € R” esetén a A/|A| = %1, ezért B(u) = 0. Azaz A linearis leképe-
zés, méghozza a nulla leképezés, ezért A; = A,, ami ellentmond a feltételezésnek.

Definicié 3.6: Tobbvaltozos fiiggvény differencialhatésaga

Az f : R" — RF leképezés differencidlhaté az értelmezési tartomanyanak egy adott
pontjaban, ha ebben a pontban a komponensfiiggvényei is differenciadlhatoak.

Legyen f : R" — R ésg : RF — R™ differencialhatoak az @ € Dy N D, pontban.
Ekkor az f + g is differencidlhat6 az a pontban, és

(f+8) (@)= f(a)+g'(a)

Legyen f : R" — RK differencialhatéaza € D ¢ pontban, és 4 € R. Ekkor a Af is
differencialhaté az a pontban, és

AfY(a) = Af"(@).

Legyen f : R" —» RKésg : R¥ — R™ leképezések, Vx € Dy-re f(x) € Dy, tovibba
J differencialhat6 az a € D pontban és g differencidlhat6 az f(a) pontban. Ekkor a
g o f is differencidlhat6 az a pontban, és

(g f)(a) =g (f(@)e f'(@)
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3.2 Irdanymenti és parcidlis derivdltak

3.2. Iranymenti és parcialis derivaltak

Definicié 3.7: Iranymenti derivalt

Legyen I € R" nyilt halmaz, f : I — R fiiggvény és legyen adva egy v € R" egységvek-

tor. Ha létezik a i
i L6 =20) = f(x)
A0+ A

hatarérték és ez egy valos szam, akkor ezt az f fliggvény a pontbeli v irdny, irinymenti
derivaltjanak nevezziik. Jele:

f(x —2v) - f(x)
+ A ’

9,f(x) = lim

Amennyiben v az n-dimenzios téren az i-edik irdnyba mutat, akkor azt parcialis deri-
valtnak nevezziik, jelolései:

D) _ 0) = 80 f0) = ) = i Lo P F e ) 2 1)

Adjuk meg az f(x;y) = x> + 5x%y + 3xy? — 12y* + 5x — 6y + 7 fiiggvény parcialis
derivaltjait az (1; 2) pontban!

El6szor hatarozzuk meg a parcidlis derivaltakat parametrikusan, majd szamoljuk ki az
(1; 2) pontbeli értékeket:

N _ a2 p1oxy+32 45 = TIN50 1245=40,
0x ox  lap)

of(x; of(x;

%=5x2+6xy—36y2—6 = f(a’;y) =5+12—144—6 = —133.

(1;2)

Definicié 3.8: Gradiens

Legyen f : R" — R. Az f fliggvény a(a;; a,; ...;a,) pontbeli gradiensén az alabbi
oszlopvektort értjiik:

a.f(a)

0 T
v | 1) () e 2

Onf(a)

A gyakrolatban az irdnymenti derivaltakat a gradiens segitségével szamitjuk:

Opf(a) = grad f(a) - v.
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3 Tobbvdltozos analizis

Szamitsuk ki az f(x;y) = x> + 5x2y + 3xy? — 12y° + 5x — 6y + 7 fliggvény v(3; 4) iranyu
derivaltjat az (1;2) pontban!

A gradiens az el6z6 példdban szdmolt parcidlis derivaltak alapjan:
40
grad f(1;2) = [_133] .
Az irdnymenti derivalt szdmitdsdhoz még sziikségiink van az v irdnyu egységvektorra:

=V +#2=5 = ¢ L_%F]:F/s].

~ ol T 54| T [4ss
Az irdnymenti derivalt:
40 ]_[3/5

0,f(1;2) = grad f(1;2) - v = [_133 4/5] =40-3/5-133-4/5=—824.

Definicio 3.9: Jacobi-matrix

Legyen f : R" — R¥ leképezés. Ekkor f'(a) = Jf(a), ahol J € M,,. A J métrixot az
f fiiggvény Jacobi-matrixanak nevezziik, melynek elemei:

R i)
J(a) = ale 32x2 azxn_ _ | gred" @)

grad’ fi(@ |

|x=a

Tétel 3.4: Young-tétel

Legyen adott az I C R” nyilt halmaz, f : H —» R és a € I, tovibba a-nak 1étezik olyan
kdrnyezete, amelyben f 0sszes p-edrend parcialis derivaltja 1étezik és folytonos. Ekkor

6i6jf(a) = ajdif(a), i;je{1;2;...;n}

azaz a parcialis derivaltak sorrendje p-ed rendig felcserélheto.

Bizonyitas:
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3.3 Kozépértékteételek

3.3. Kozépértéktételek

Definicié 3.10

Legyen H C R". Az H halmazt konvexnek mondjuk, ha minden a;b € Hés 1 € [0;1]
esetén Aa + (1 — )b € H teljesiil.

Ami konvex, az 0sszefliggd, de forditva nem igaz.

Tétel 3.5: Lagrange-tétel

Legyen f : [a;b] — R" folytonos és (totalisan) differenciadlhat6 az (a; b)-n. Ekkor
1étezik & € (a; b), hogy

15®) = f(@ll = I.f' (] - (b= ).

Bizonyitas:
Legyen ¢ : [a;b] —» R és o(t) :=(f(b) — f(a); f(t)). Ekkor

p(b) — p(a) = (f(b) — f(a); f(b)) — (f(b) — f(a); f(a)) =
= (f(0) — f(@); f(b) = f(@)) = |f(B) - f()I*.

A Lagrange-féle kozépértéktétel felirva p-re, 3¢ € (a; b), hogy
p(b) —g(a) =¢'(§)- (b—a) ¢és @'(1) =(f(b) — fa); f'(1)).
Ekkor
@(b) — @(a) = (f(b) — f(a), f'(§)) - (b—a) < [|f(b) = f(@)| - [f' - (b—a).

Tehat
1) = f@I? < 1f(B) = f@I - If' I - (b—a)

Az egyszertsités utan kovetkezik, hogy

15®) = f(@Il < If' (] - (b= a).

Tétel 3.6

Legyen H C RL, f : H — R™ tovdbba H konvex és nyilt, valamint f differencialhaté
H-n. Ekkor minden a; b € H esetén létezik & € H az a és b-t 6sszekotd szakaszon, hogy

If(B) = f(@)l < 17N - b - a].

Bizonyitas:
Legyen y : [0;1] — H az a és b-t 6sszekot6 szakasz. Azaz y(t) = ta + (1 — t)b. Az
f o y-ra alkalmazva a Lagrange-tételt adédik a bizonyitas allitasa.
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3 Tobbvdltozos analizis

Definicio 3.11

Legyen f : H C R™ — R" leképezés, melyre Vx € H-ra | f'(x)| < M teljesiil. Ekkor
If(b) — f(a)| £ M|b — a| a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt adédik. Az ilyen f
leképezést Lipschitz-feltételnek eleget tevének mondjuk.

Tétel 3.7

Legyen adott @ € R" és annak r sugard kornyezete B,(a), valamint az f : B.(a) - R
leképezés. Tegyiik fel, hogy 1étezik az dsszes parcidlis derivalt B,(a)-n. Ekkor minden
b € B.(a) esetén 1étezik £ € B.(a), melyre

Ib—al>[E—a| é [fB)-fl@l =2 afE)b;—a,

i=1

ahol b = (by; by; ...;by,) és a = (ag;ay; ... 5 ay).

Bizonyitas:
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3.4 Szélséértékszamitas

3.4. Szélsoértékszamitas

Definici6é 3.12: Tobbvaltozos fiiggvény maximuma

Legyen f : H C R" —» R. Azt mondjuk, hogy az f-nek az a € int H pontban lokalis
maximuma van, ha létezik az a € U C H kornyetzete, hogy f(a) > f(x) Vx € U-ra.

Definicié 3.13: Tobbvaltozés fiiggvény minimuma

Legyen f : H Cc R" —» R. Azt mondjuk, hogy az f-nek az a € int H pontban lokalis
minimuma van, ha létezik az a € U C H kérnyetzete, hogy f(a) < f(x) Vx € U-ra.

Definicié 3.14: Stacionarius pont

Legyen f : H C R" —» R, a € int H és 1éteznek az f parcidlis derivaltjai az a pontban.
HaVi € {1;2; ... ;n}-re 3;f(a) = 0, akkor az a a fliggvény stacionarius pontja.

Tétel 3.8

Legyen f : H C R" — R. Ha az f fiiggvény az 0sszes valtozdja szerint parcidlisan diffe-
rencialhaté az a € int H pontban, és ott lokalis szels6értéke van, akkor az a stacionarius
pontja az f fiiggvénynek.

Bizonyitas:

Definicio 3.15: Linearis forma

Legyen a V a T test feletti vektortér. Haa ¢ : V — R leképezés lineéris, vagyis

pAx + uy) = 1p(x) + up(y)  Vx;y € V,ALu €R,

akkor a @-t linedris formdanak is hivjuk.

Definicio 3.16: Billinearis forma

Legyen ¢ : V X V — R mindkét valtozéjaban linedris, azaz

P(Aix1 + %55 y) = Lih(x1; Y) + 3(x2; y) Vx;;x5,y € V, 4554, €R,
YOG Y1 + H2¥2) = P Y1) + (6 y2) Yy Y, € Vious i €R.

Ekkor a -t bilinearis formanak mondjuk.
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3 Tobbvdltozos analizis

A 9 bilineéris forma szimmetrikus, ha p(x; y) = P(y;x) Vx;y € V-re.
A 9 bilinedris forma antiszimmetrikus, ha p(x; y) = —p(y;x) Vx;y € V-re.

Definicié 3.17: Kvadratikus forma

Legyen7 : V — R. Halétezik olyan ¢ : V X V — R szimmetrikus bilinearis forma,
hogy n(x) = ¥(x;x) Vx € V-re, akkor az »-t kvadratikus formanak, vagy kvadratikus
alaknak nevezziik.

Az n kvadratikus forma...
» pozitiv definit, han(x)>0 VxeV\{0},
» negativ definit, han(x) <0 Vx e V\{0},

« pozitiv szemidefinit, hazn(x) >0 Vx eV \ {0},
« negativ szemidefinit, han(x) <0 Vx eV \ {0}

Ha ezek egyike sem teljesiil, indefinit kvadratikus formarol beszéliink.

Tétel 3.9

Legyen f : H Cc R" — R. Tegylik fel, hogy az f fiiggvény az 0sszes valtozoja szerint
parcidlisan differencidlhaté az @ € int H pont valamely kornyezetében. Legyen tovabba
az a staciondrius pontja az f-nek és Q : R" — R olyan kvadratikus forma, melynek
matrixa:

dif(@ 86,f(@ - 66,f(a)
Q(a) = 5251.f (@) 5§f. (a) 323,1.)” (a) .
0.0.f(a) 6,0,f(@) - if(a)

« Ha Q pozitiv definit, akkor az a pontban az f-nek lok4lis minimuma van.
« Ha Q negativ definit, akkor az a pontban az f-nek lokdlis maximuma van.

« Ha Q indefinit, akkor az a pontban az f-nek nincs széls6értéke.

Tétel 3.10

Legyen n = 2 és teljesiiljenek az el6z6 tétel feltételei. Ekkor

6if(@)  adf@| _ _
oonf@) Bfa| & S@=uQ@=0ifla)+sf(@)

PD(a) = detQ(a) =

« Ha 9(a) > 0 és S(a) > 0, akkor az a pontban az f-nek lokalis minimuma van.
» Ha 9(a) > 0 és S(a) < 0, akkor az a pontban az f-nek lokalis maximuma van.

» Ha 9(a) < 0, akkor az a pontban az f-nek nincs szélséértéke.




3.4 Szélséértékszamitds

TODO: SOME EXAMPLE

TODO: SOME EXAMPLE

Definicio 3.18

Legyen m;n € Zt, m > n, H € R™ nyilt halmaz, f : H - Résg : H - R"
leképezések, tovabbd Hy := {x | x € H A g(x) = 0}. Ha az f fiiggvény H,-ra valo
lesztikitésének (f|f,) az a pontban lokalis szélséértéke van, akkor azt mondjuk, hogy
az f-nek az a pontban feltételes szélsGértéke van a g(a) = 0 feltétellel.

Definicié 3.19: Lagrange féle multiplikator

Legyen m;n € Z*, m > n, H € R™ nyilt halmaz, f : H > Résg : H - R"
leképezések, tovabbd Hy, := {x | x € H A g(x) = 0}. Tegyiik fel, hogy az f és g;
fiiggvények minden parcidlis derivaltja folytonos a H halmazon. Ha az f fiiggvény az
a € H, pontban feltételes széls6értéke van a g(a) = 0 feltétellel és a

0i1g1(@) dgi(a) -+ 9pgi(a)

918:(a) 0,8(a) -+ 9,8(a) s s
rg ' ‘ ' ‘ = n (maximalis),

018n(a) 0,84(a) -+ Ongn(a)

akkor léteznek olyan A; 1,; ... 4,, skalarok, hogy

n
8if(@)+ D, Adigi(@) =0 Vie{1;2;...;m}.
k=1

A Ay; Ay; ... 4, skalarokat Lagrange-féle multiplikatoroknak nevezziik.
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3.5. Integralszamitas

Definicié 3.20: Primitiv fiiggvény

Legyen H C R" nyilt halmaz, f : H - R". AzF : R" — R fliggvényt az f fiiggvény
primitiv fiiggvényének nevezziik, ha Vx € H-ra F'(x) = f(x) teljesiil, azaz

<6F(x) oF(x)  OF(x)
0x; J0x, dxy,

>=(f1(x) @) o ).

Tétel 3.11: Primitiv fiiggvény létezésének sziikséges feltétele

Ha D € R" nyilt halmaz, f : D - R"és F : R" —» R az f primitiv fliggvénye, akkor
9,fi = d;fi, ahol i; j € {1;2;...;n}.

Bizonyitas:

Ha f-nek létetik a primiv fiiggvénye, akkor 6;F = f;, valamint §;F = f. Alkalmazzuk a
Young-tételt:

6ij = a]alF = alajF = alﬁ

Tétel 3.12: Primitiv fiiggvény létezésének elégséges feltétele

Legyen D € R" konvex, nyilt halmaz. Ha f : D — R”" folytonosan differencialhaté és
Vi j € {1;2;...;n}-red; Ji = 6;f;, akkor f-nek létezik primitiv fliggvénye.

Bizonyitas:

Haa; < by, a, < b,, ...,a, < by, a;;b; € R, i; j € {1;2;...;n}, akkor az
[ay; bi] X [az; by] X -+ X [ap; by]
sorozatot R"-beli zart intervallumnak nevezziik. Az

(ay;by) X (az; by) X == X (ap; by)

sorozatot R"-beli nyilt intervallumnak hivjuk.
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Legyen a € R", a(a; ay; ...;a,) ésb € R, b(by; by; ... ; by,). Ekkor

[ay; b1] X [az; by] X -+ X [ap; by] = [a; b].

Legyen a € R", a(a;; ay; ...;a,) ésb € R™, b(by; by; ... ; by,). Ekkor

(a; b) = int[a; b].

Definicio 3.22
Legyen I = [a; b], a;b € R™.

+ Az intervallum térfogata:

n
voll = H(bl — Cll').

i=1

+ Az intervallum térfogata:

n
diamI = b —a| = \| > (b; — @;))*.
i=1

Az intervallum beosztasan egy olyan {I;; I,; ... ; I} } sorozatot értiink, melyre

k
UzL=I¢sinthnintly =@, hai#j.
i=1
o Az intervallum egy d := {I;; ;... ; I} egy beosztasanak o finomsagan a legna-

gyobb atmérdjl részintervallum atmérdjét értjiik:
o(d) = max{diam I;}.

e Az e : {J;;J5;...;Ji} beosztast a d beosztas finomitasanak nevezziik, ha 1étezik
olyan J,, m € {1;2;... n}, melyre J,, C I, n € {1;2; ... k}.

Legyen {I;; I,; ... ; I} az I intervallum egy beosztasa, ekkor:

k
voll = Z vol I;.

i=1

1 il

Bizonyitas:
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3 Tobbvdltozos analizis

Barmely beosztds normal beosztassa teheto.

Bizonyitas:

Definicié 3.23

Legyen I C R" zart intervallum és f : I — R korlatos fliggvény. Ha d := {I;; I;; ... ; I}
egy beosztasa I-nek, akkor ...

« ad beosztashoz tartoz6 also integralkozelit6 6sszeg:
k
S(f;d) := Y] inf{f(I)} vol ;.
i=1
« ad beosztashoz tartozo¢ fels6 integralkozelité 6sszeg:
k
5(f;d) := Y, sup{f(I)}vol ;.
i=1
+ ad beosztashoz tartozo oszcillacios Osszeg:

Q(f;d) = S(f;d) — S(f; ).

» Legyen x; € I;, ekkor a d beosztashoz tartozo integralkozelitd osszeg:

k
Z f(x;)volI,.
i=1

Legyend :={I;; L,;...; I} ése := {J;; h; ... ; Ji .} az I intervallum egy beosztasa, ekkor ha
e finomabb beoszt4s mint d igazak az alabbiak:

« S(f;d) <S(fse)
« S(f;d) > S(f;e)
« Q(f;d) < Q(f3e)

[!] Bizonyitas:
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3.5 Integrdlszamitas

Az I tetsz6leges d, és d, beosztasa esetén S(f;d;) < S(f;dy).

Bizonyitas:

]

Mivel ezen allitas szerint egy tetszéleges beosztashoz tartozo alsé integralkozelit6 Osszeg
nem nagyobb egy masik tetszélegesen valasztott beosztashoz tartozoé fels6 integralkoze-
lité Osszegnél, ezért az also illetve fels6 integralkozelitd osszegek halmaza feliilrdl illetve

alulrol korlatos.

Definicio 3.24
Az S(f) := sup{S(f;d)}, ahol d beosztisa I-nek. Az S(f)-t alsé Darboux-integralnak

nevezziik.
Az S(f) := inf{S(f;d)}, ahol d beosztasa I-nek. Az S(f)-t felsé Darboux-integralnak

nevezziik.
Definicié 3.25

Legyen f : I Cc R" — R korlatos fliggvény. Az f fliggvényt Riemann-integralhaténak
mondjuk, ha S(f) = S(f). Ezt a kozss értéket

j f(x) dx-szel vagy f f-fel jeloljiik.
I I

Az Iintervallumon vett Riemann-integralhatd fliggvények 6sszességét R(I)-vel jeloljiik.

Tétel 3.13: Darboux-tétel

Legyen f : I C R" — R korlatos fiiggvény. Ekkor Ve > 0 esetén 1étezik 5(¢) > 0, hogy
ha a d beosztas finomséaga kisebb d(¢)-nal (o(d) < &(¢)), akkor S(f) — S(f;d) < € és

S(f;d) - S(f) <.

Bizonyitas:




3 Tobbvdltozos analizis

Tétel 3.14

Legyen I C R” zart intervallum, f : I — R korlatos fiiggvény. Ekkor az alabbi allitasok
igazak:
1. feR).
2. Oszcillacids kritérium: Ve > 0 esetén 1étezik d(¢) > 0, hogy ha o(d) < 8, akkor
Q(f;d) <e.
3. A Darboux-tételbdl levezethets, hogy 1étezik A € R, hogy minden £ > 0 esetén
1étezik 8(¢) > 0, hogy ha d := {I;;I,; ... ; I;.} beosztasa I-nek, melyre o(d) < 6(¢),
akkor

<g, ahol ti S Ii'

k
D flt)voll; — A
i=1

A harmadik pontban szerepl6 A érték az f fliggvény I-n vett Riemann-integralja.

Definicié 3.26

Az H C R" halmazt Lebesgue szerint nullmérékinek mondjuk, ha Ve > 0 esetén meg-
adhaté6 olyan {I;; I,; ... ; I;.} intervallumrendszer, melyre az intervallumok unidja lefedi
H-t(H c L), ésvolI; < ¢ teljestil.

Legyen H;; Hy; ... ; H, C R" Lebesgue szerint nullmérékd halmazok sorozata. Ekkor

U H;ugyancsak nullmérékd.

Bizonyitas:
L]
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3.5 Integrdlszamitas

Definicio 3.27

Legyen f : I ¢ R" — R korlatos fiiggvény és I,(a) jeldlje az a koriili r sugara nyilt
kockat, ahol

a=(a;;a,;...;0,) ésI(a) = U(ai —ra;+7).
i

Ekkor:

my(a) := inf{f(x)|I N [,(a)},
M,(a) := sup{f(x)[I N I(a)}.

Megallapithatjuk, hogy ha r csokken, akkor m, nem csokkenhet és M, nem néhet, azaz
m, monoton novekvd és M, monoton csokkend ha r csokken. Ez alapjan:

m(x) := lim m,(x),
r—0

M(x) := 11_1)1(1) M,(x).

Azm : I C R" - R fliggvényt alsé burkolégorbének, ésaz M : I C R" — R fiiggvényt
fels6 burkologorbének nevezziik.

Bizonyitas:

Tétel 3.15: Lebesgue-tétel

Legyen I C R" intervallum és f : I — R korlatos fliggvény. Az f fliggvény Riemann-
integralhato, akkor és csak akkor, ha f szakadasi helyeinek halmaza Lebesgue szerint
nullmérékd.

Bizonyitas:

55



3 Tobbvdltozos analizis

Legyenek f,g € R(I), ekkor af + g € R(I), ahol ;4 € R és

/I(/lf+/xg)=/1f1f+/«tf1g-

Legyen f < g és f;g € R(I), ekkor

J7= &

Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ha f € R(I), akkor f € R(I), valamint

J1= [

A teljes felbontdshoz tartozé integral a részintervallumokhoz tartozé integralok dsszege.
Legyen f : I C R" —» R és{Ly;I;...; I;;} egy beosztasa. Ekkor f € R(I) akkor és csak
akkor, ha

k
fl, € RA) Vi€ {1;2;...;k}reés ff:z fln,
I i=1 I;

!] Bizonyitas:

1

Tétel 3.16: Kozépértéktétel

Legyen f : I C R" — R korlatos integralhat6 fliggvény, m = inf f(I) és M = sup f(I).
Ekkor

mvoll < ff < MvolL
I

Bizonyitas:
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3.5 Integrdlszamitas

Definicio 3.28

Legyen H C R" korlatos halmaz, és Iy a H-t tartalmazé legsziikebb tégla. Ekkor értel-
mezhetjiik az f-nek Iy-ra valo kiterjesztését: f : Iy — R, melyre

f(x), haxeH,

700 i= {0, egyébként.

Legyen f : H — R integralhato fiiggvény, és legyen I 5 H zart intervallum. Tovabba
legyen f : I - R, melyre
N (x), haxe€H,
je =1 A V.

0, egyébként. I

Bizonyitas:
Ha I legsziikebb tégla, akkor a definici6 szerint igaz az egyenl6ség. Ha I nem a leg-

sztikebb tégla, akkor az intervallum additivitast alkalmazva belathaté hogy a hozzavett
részek integralkozelitd értéke 0, azaz igaz az 4llitas.

Definicio 3.29: Diffeomorfizmus

Legyen D C R" és G C R" két nemiires tartomany, valamint ¢ : D — G leképezést dif-
feomorfizmusnak nevezziik, ha ¢ bijekcié (kolcsondsen egyértelmii), folytonosan diffe-
rencidlhatd és Vx € D-re |¢'(x)| # 0.

Legyen f : D — R Reimann-integralhaté fliggvény, tovabbd ¢ : G — D diffeomorfiz-

mus. Ekkor
/f=ff°<0-|¢’|,
D G

ahol |¢’| a Jacobi-matrix determinansa.
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