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Utoljára frissítve: 2025. május 5.

12.1. Elméleti Áttekintő

Többváltozós Taylor-formula:

Az egyváltozós függvényekhet hasonló módon, az 𝑛-edrendű Taylor-polinom:

𝑇0 = 𝑓(𝒙0)

𝑇1 = 𝑇0 +
𝜕𝑓(𝒙0)
𝜕𝑥 (𝑥 − 𝑥0) +

𝜕𝑓(𝒙0)
𝜕𝑦 (𝑦 − 𝑦0)

𝑇2 = 𝑇1 +
1
2 [

𝜕2𝑓(𝒙0)
𝜕𝑥2 (𝑥 − 𝑥0)2 +

𝜕2𝑓(𝒙0)
𝜕𝑦2 (𝑦 − 𝑦0)2 + 2

𝜕2𝑓(𝒙0)
𝜕𝑥 𝜕𝑦 (𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0)]

⋮

Többváltozós függvények szélsőérték-számítása:

Szélsőérték létezésének szükséges feltétele, hogy az adott pontban a parciális derivál-
tak eltűnjenek, vagyis

∀𝑖 ∶
𝜕𝑓(𝒙0)
𝜕𝑥𝑖

= 0.

Szélsőérték létezésének elégséges feltétele, hogy az adott pontban felírt Hesse-mátrix
pozitív definit legyen. Ezen mátrix az alábbi módon írható fel:

H =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜕21𝑓(𝒙0) 𝜕1𝜕2𝑓(𝒙0) ⋯ 𝜕1𝜕𝑛𝑓(𝒙0)
𝜕2𝜕1𝑓(𝒙0) 𝜕22𝑓(𝒙0) ⋯ 𝜕2𝜕𝑛𝑓(𝒙0)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑛𝜕1𝑓(𝒙0) 𝜕𝑛𝜕2𝑓(𝒙0) ⋯ 𝜕2𝑛𝑓(𝒙0)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

A determinánsa alapján:

• ha detH > 0, akkor lokális szélsőérték van,

• ha detH < 0, akkor nincsen szélsőérték,

• ha detH = 0, akkor nem lehet eldönteni.

Amennyiben detH > 0, akkor a szélsőérték jellege

• lokális maximum, haH főátlóra feszített aldeterminánsai váltakozó előjelűek,

• lokális minimun, haH főátlóra feszített aldeterminánsai pozitívak.
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Feltételes szélsőérték egy görbe mentén:

Amennyiben egy 𝑓 függvény egy adott 𝑔 = 0 görbe menti szélsőértékeit szeretnénk
megkeresni, akkor az

𝐹 = 𝑓 + 𝜆𝑔

függvényre kell megoldanunk a szélsőérték-feladatot.

Feltételes szélsőérték egy görbe által bezárt területen:

Amennyiben egy 𝑓 függvény szélsőértékeit egy adott 𝑔 = 0 görbe által bezárt tartomá-
nyán szeretnénk megkeresni, akkor:

• először megkeressük a lokális szélsőértékeket, és ezekből kiválasztjuk azokat,
amelyek a tartomyán belsejébe esnek.

• utána pedigmegkeressük a görbe peremére eső szélsőértékeket az előzőmódszer
alapján.
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12.2. Feladatok

1. Határozza meg az 𝑓(𝑥; 𝑦) = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 − 6𝑥 − 3𝑦 + 5 függvény első és második
Taylor polinomját a 𝑃(1; −2) pontban!

2. Határozza meg az 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) = sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 függvény első és második Taylor poli-
nomjait a 𝑃2(𝜋/4; 𝜋/4; 𝜋/6) pontban!

3. Végezzen szélsőérték vizsgálatot az 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 −𝑥𝑦 + 𝑦2 + 3𝑥− 2𝑦 + 1 függvényen!

4. Határozza meg az 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 8/𝑥 + 8/𝑦 függvény egy darab szélsértékét!

5. Ellenőrizze, hogy az𝑓(𝑥; 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 cos(𝑥+𝑦) függvénynek a𝑃1(𝜋/2; 𝜋/2) és𝑃2(0; 0)
pontokban szélsőérték helye van!

6. Határozzameg azt a csomagméretet, amely esetén egy𝑉 = 4,5 dm3 térfogatú téglatest
alakú csomag a legkevesebb zsineg felhasználásával az alábbi ábrán látható módón
bekötözhető!

7. Határozza meg annak a derékszögű hasábnak a minimális térfogatát, amely éleinek
összege 𝑙 hosszú!

8. Határozza meg a 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2𝑦2 függvény szélőértékét az 𝑥2+𝑦2 = 1 egyenletű görbe
mentén!

9. Határozza meg az 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 𝑥 függvény globális maximumát és mini-
mumát az 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 tartományon!
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