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Matematika G2 — Tobbvaltozds analizis

Utoljara frissitve: 2025. majus 5.

11.1. Elméleti Attekinté

Definici6é 11.1: Iranymenti derivalt

Legyen I € R" nyilt halmaz, f : I — R fliggvény és legyen adva egy v € R" egység-

vektor. Ha létezik a P
x —Av) — f(x
L SO =) — f()
A-0+ A
hatarérték és ez egy valos szam, akkor ezt az f fliggvény a pontbeli v irdny1, irAnymenti
derivaltjAnak nevezziik.

Definicio 11.2: Gradiens

Legyen f : R" — R. Az f fliggvény a(a;; a,; ... ; a,) pontbeli gradiense:

6,f(a) a5 5 -
=< Xo) f(xo))

grad f(a) = Vf(a) = ax, dx

Onf(a)

A gyakrolatban az irdnymenti derivéltakat a gradiens segitségével szamitjuk:

Opf(@) = grad f(a) - v.

Szamitsuk ki az f(x; y) = x>+ 5x%y + 3xy? — 12> + 5x — 6y + 7 fiiggvény v(3; 4) irdnyu
derivaltjat az (1; 2) pontban!

A gradiens az el6z6 példaban szamolt parcidlis derivaltak alapjan:

40
grad f(1;2) = [_133] .
Az irdnymenti derivalt szdmitdsdhoz még sziikségilink van az v irdnyu egységvektorra:

. v 1(3 3/5
||U||=V32+42=5 = e0=m=§[4]=[ ]

4/5

Az irdnymenti derivalt:

. — . O = 40 . 3/5 = . - . — —
0,f(1;2) = grad f(1;2) ev—[_133] [4/5]_40 3/5—133-4/5 = —82,4.
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Kétvaltozos fliggvény esetén az gyakran az iranyvektort az x-tengellyel bezart szog (o)
segitségével adjuk meg. Ekkor az egységvektor:

. |cosa
e=|_. .
sin o
Magasabb rendii iranymenti derivaltak:
Az els6rendi irAnymenti derivalt:

of _ ,
%—gradf-e.

A masodrendd irdnymenti derivalt:

2
gé]; = grad (%) -é=grad(grad f - &) - é.

Adott iranya érinto egyenes kétvaltozés fiiggvények esetén:

A z = f(x;y) fliggvény segitségével a 3D-s térben egy feliiletet adhatunk meg. Ezen
feltilet egy Ry(xo; yo) pontbeli, é(ey; e)) irdnyu €rint6 egyenese:

ATy Y= ZT 2
€x €y 94f (X0 ¥0)

ahol Zg = f(xO;yo).

Amennyiben az irdny egybeesik az x-tengellyel, akkor:
Z—2Zy

B 9y f (x03 ¥o)

Amennyiben az irdny egybeesik az y-tengellyel, akkor:

X — Xg = 0y f(x0; Yo)(X — Xo) = z — 2.

zZ — 2
— Vg = ———— = 0,f(xn; — =z —Z.
Y=o ayf(xmyo) yf( 0:Y0) (Y — Yo) 0

Erint6sik megadasa kétvaltozés fiiggvény esetében:

Az érint6sik fliggetlen az irdnytol, azt csak a feliiletb6l kimutaté normalis, vagyis a
gradiens adja meg. Az x, pontban felirt normalvektor:

_axf
ny; = [_ yf] ’
1

|x=x0o |x=x0

ahol n,, a befele, ny; pedig a kifele mutaté normélvektor. Ezek alapjan az érint6sik
egyenlete:

of of
T (x —xo) + 3y

X=X X=X

nx—xy)=0 =

¥ —Y) =z — 2.
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Implicit fiiggvény parcialis derivaltjai:

Amennyiben a valtozok kozotti kapcsolat nem irhato fel explicit (z = f(x;y)) mo-
don, akkor az implicit fiiggvénymegadasi modszerhez tudunk fordulni. Ez tobbvalto-
z6s esetben F(x; y; z) = 0 alakban tudjuk megtenni.

Ilyen esetben a z-t6l fiiggd tagokat Osszetett fliggvényként kell kezelniink, a parcialis
derivaltak pedig a kovetkezbek:

ﬂ_dz ﬂ_dz

dx OJx ©s dy 9y’

Teljes differencial:

Egy f : R" — R fliggvény teljes differencialja:

Kétvaltozos esetben:

Definicié 11.3: Jacobi-matrix

Legyen f : R" — RF leképezés. Ekkor f'(a) = Jf(a), ahol J € Myy,,. A J méatrixot
az f fiiggvény Jacobi-matrixdnak nevezziik, melynek elemei:

e, o) ) T I 7
o | [P
x x x T
Ja) = 62x1 52352 32xn = grad” fo(@)
h®) OR)  Oh .
L 0x; 0x, ox,, 1 ea _grad fk(a)_
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11.2. Feladatok

1. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvények irdnymenti derivaltjat az adott pontban és irany-
sz0g vagy irdnyvektor mentén!

a) f(x;y) = x> —3xy* + 4", B,(1L,1), o = 45°,
b) g(x;y;z) = e~ (¥+7), B(1:0;1), vy =[3.2,—5]".

2. Hatarozza meg azon pontok halmazat, amin nem létezik az f(x;y) = In(x* + xy)
fiiggvény o = 150°-0s irdnyhoz tartozé irdnymenti derivaltja!

3. Hatarozza meg az aldbbi fliggvények els6 és masodik irdnymenti derivaltjait az adott
pontban és irdnyranyszog vagy irdnyvektor mentén!

a) f(x;y) = 4xty + y°x?, B(L;1), o = 45°,
b) g(x;y;z) = V1dxyz +V14x%%z%,  B(L;1;1), v, =[1;1;1]7.

4. Hatdrozza megaz f(x;y) = In(x? + y?) figgvény P(0; 1) ponthoz és a = 60° irdnyhoz
tartozo érintéegyenesének egyenletét!

5. Hatdrozza meg a f(x;y) = sin xy fliggvény érintdsikjanak egyenletét a P(7/3; 2) pont-
ban!

6. Hatarozza meg azon pontok halmazat, ahol a z = 2x? + 5y% — 3x + 2y — 1 feliilet
érintésikja parhuzamos a 2x — y + 5z — 25 = 0 sikkal!

7. Hatarozza meg az f(x;y) = arctan xy fliggvény teljes differencialjat paraméteresen a
By (x0; Yo) €s a Q;(1;2) pontban!

8. Hatarozza meg egy henger térfogat mérésének a relativ hib4jat, ha ismert, hogy a
sugar 1%-os €s a magassag 2%-os hibéval lett mérve!

9. Hatarozza megaz f : R® — R? fiiggvény Jakobi matrixat!

f(x;y;Z)=[

x2+y?+zsinx
z? +zsiny
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