Matematika G2(BMETE94BG02) Tobbvaltozés analizis — Tobbvaltozés fliggvények

{1} Tobbvaltozés fiiggvények

Matematika G2 — Tobbvaltozds analizis

Utoljara frissitve: 2025. majus 5.

10.1. Elméleti Attekintd

Tobbvaltozés fiiggvények jeldlése:

Legyen f : R" — R fiiggvény. Ekkor a fiiggvény az aldbbi formaban irhat6 fel:

. J GRS ')
x X1;X0; 0.5 X

:2 = f(xl;xz; ,Xn) = f2( 1> 2:’ ’ n) ’
2 Jre(x1s X953 .05 %5)

ahol az f; : R" - R,i € {1;2;...; k} fliggvényeket komponensfiiggvényeknek nevez-
ziik.

Specialis elnevezések:

« f: R* > RF vektor-vektor fiiggvény,
« f:R" >R vektor-skalar fiiggvény,
« f: R — RF skalar-vektor fiiggvény.

Definicié 10.1: Gombkornyezet

Legyen p € R". Ekkor a p pont € sugaru nyilt kornyezetén (gombkornyezetén) a

B.(p) :={x € R" | |x — p| < ¢} halmazt értjiik.

Definicié 10.2: Tobbvaltozés fiiggvény hatarértéke

Tekintsiik az f : R" — R¥ leképezést. Azt mondjuk, hogy az f hatarértéke a € R”
pontban A € R¥, ha az A tetszéleg ¢ > 0 sugarti gdmbkornyezetéhez létezik az a-nak
olyan 6(¢) sugaru gombkornyezete, hogy

X €Bs(@)\{a} = [f(x) € B(A).

Tétel 10.1: Az atviteli elv altalanositasa

Az f : R" - R fiiggvény hatdrértéke az a € R” pontban akkor és csak akkor A € Rk,
ha Vx, — a sorozat esetén f(x,) — A.
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Definicié 10.3: Iranymenti derivalt

Legyen I € R" nyilt halmaz, f : I — R fliggvény és legyen adva egy v € R" egység-

vektor. Ha létezik a P

o JO 4 A0) = f(x)

A—-0 A
hatarérték és ez egy valds szam, akkor ezt az f fliggvény a pontbeli v irdny1, irAnymenti
derivaltjdnak nevezziik. Jele:

Amennyiben v az n-dimenzios téren az i-edik irdnyba mutat, akkor azt parcialis deri-
valtnak nevezziik, jelolései:

ag}(:) = 0f(¥) = 8, f(*) = () = lim FCtrs s Xy, X + A/ixm, s ) = FG)

Adjuk meg az f(x;y) = x> + 5x%y + 3xy? — 12y® + 5x — 6y + 7 fiiggvény parciélis
derivaltjait az P(1;2) pontban!

El6szor hatadrozzuk meg a parcidlis derivaltakat parametrikusan, majd szamoljuk ki a
P(1;2) pontbeli értékeket:

af(x; :

fEY) s toxy 43245 = 6f(xy)‘ =3+20+12+5 = 40,
ox ox |Ip

af(x; af(x;

f5Y) _ sv2 L exy—362—6 = f(xy)‘ =5+12—144— 6= —133,
dy oy lp

Definicié 10.4: Gradiens

Legyen f : R" —» R. Az f fliggvény a(a;; a,;...;a,) pontbeli gradiensén az alabbi
oszlopvektort értjiik:

6./ (a) ]
0 T
| Onf(a@) ]

A gyakrolatban az irdinymenti derivaltakat a gradiens segitségével szamitjuk:

Opf(a) = grad f(a) - v,

ahol v egységvektor!
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10.2. Feladatok

1. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvények hatarértékét az origéban!

ny 2 2
hax*+y*>0 _
f(xy) = |32 Y g(iy) = 2=
0 hax?+y*=0 x+y

2. Hatarozza meg az alabbi hatarértéket!

-1 2
a) lim XY b) lim 2Ty 22
;c:; y+1 x—=0X—Z+ Xy

3. Hatéarozza meg az aldbbi fiiggvények origdban 1év6 hatarértékeit

24,2

X .
a) f(x;y) = Wyyz’ haegy x =r,cosp,,y =r,sing,, r, - o,
3
b) g(x;y) = xJ ha egy y = mxk gorbe mentén kozelitjiik az origot.

x6 + y?’
4. Hatarozza meg az alabbi hatarértékeket!

xX+y

a lim —< c lim  xcos?
) (x;3)=(00300) X2 — XY + 2 ) (x;9)—(0;00) Y
x2
1\ x+v 2 2
b) lim (1 + —) i d) lim X"ty
(x;3)— (00;00) X (x:3)~(0;0) 4/ x2 + y2+4—2

5. Definici6 alajan hatérozza meg az f(x;y) = x? — 2xy — 4y? fiiggvény derivaltjat a
P(1; —1) pontban a v(1; —1) irdny mentén!

6. Hatarozza meg az alabbi fliggvények parcidlis derivaltjait!
a) f(x;y)=x3—5x%y +3xy* —12y3 +5x — 6y + 7
b) g(x;y) = x”
¢) h(x;y) = ¥ — 2x2y3sin(In x + y)

7. Hat4rozza meg az alabbi fliggvények gradiensét a megadott pontokban!

a) f(x;y) =In(x+y) B(=2:3)
b) g(x;y;2) = z =/ x* + 2 B(3;-47)
8. Hatdrozza meg azon pontoknak a halmazat amelyen az f fliggvény gradiense null-
vektor!

f(x;y) =3x% —4xy+2x+y* +1

3/3



	Elméleti Áttekintő
	Feladatok

