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Fourier-sorok

Matematika G2 — Valés analizis

Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

9.1. Elméleti Attekintd

A 27 szerint periodikus fiiggvények vektortere:

A 27 szerint periodikus fiiggvények az Osszeaddsra és a skalarral val6 szorzasra egy
végtelen dimenzios vektorteret alkoznak.

A vektortér egy bazisa:
{ 1; cos x; sin x; cos 2x; sin 2x; ... ; cos kx; sin kx; ... ; }.

A vektortéren beliil az alabbi mdédon definidljuk a skalaris szorzatot:

(frg) = f F0g(0) dx.

Az el6bb definialt bazis vektorai linedrisan fiiggetlenek, vagyis egymassal vett skalaris
szorzatuk mindig nulla: (k # [)

T

(1;sinkx) = / sinkxdx = 0,
—7T
T

(1;coskx) = f coskxdx =0,
7T

T T

(sin kx; coslx) = f sinkx cos Ixdx = f sin[(k — Dx] + sin[(k + )x]dx = 0,
—7T —7T
T

1
2
g 1
(sin kx; sin Ix) = f sinkx sin lxdx = B f cos[(k — D)x] — cos[(k + D)x]dx = 0,
. _

T
T T

(cos kx;coslx) = / coskxcoslxdx = % f cos[(k — D)x] + cos[(k + [)x] dx = 0.
—7T —7T

A bazisvektorok hosszai a skaldris szorzat segitségével:

T
(1;1)=f 1-1dx =2,
—7T

& "1 —cos2kx
(sin kx; sin kx) = f sin® kxdx = f —— dx = 7,
-7 -7
T T
(cos kx;coskx) = f cos? kxdx = f w dx =7
—7T —7T
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Lathatjuk, hogy az el6bb leirt bazis nem ortonormalt, azonban ha az egyes vektorokat
normaljuk, akkor ortonormalt bazist kapunk:

1 1 1 .
——; —COS X; sin x; CoS 2x; — sin 2x; ... ; — cos nx; — sin nx; ...

\/E\/_ \/_ \/_ v " Vx Vv

Ezek alapjan tetszéleges 27 szerint periodikus fliggvény felirhat6 az alabbi alakban:

fx)=aq+ Z (ak cos kx + by sin kx) ,
k=1

ahol az egylitthatok a kovetkez6 mdédon szamithatoak:

e
(f; cos kx)
G = (cos kx; cos kx) f Jx) cos kx dx,
_ {f;sinkx)
bic = (sin kx; sin kx) _/ fx)sin fex dx.

Ezzel analég modon, ha tekintjiik az R3 egy standard normalis bazisban {i; j; k} felirt
v(v;; Vy; 3) vektorat és egy masik olyan {b;; b,; b3} bazist, amely bazisvektorai mer6le-
gesek egymadsra, akkor az v vektor koordinatdi az 0j bazisban:

_ (u;by)
U by

Definicié 9.1: Fourier-sor

Legyen f : R — R egy 2p szerint periodikus fliggvény, amely a [0; 2p] intervallumon
Riemann-integralhaté (f € R[0;2p]). Ekkor f Fourier-soran az alabbi trigonometri-
kus sort értjiik:

F(x)=ay+ Z akcos<kp ) Z by s1n(k7;x)

Ha a fiiggvény 27 szerint periodikus:

F(x)=ay+ i a, cos(nx) + i b,, sin(nx)

n=1 n=1

Ha egy fliggvény paros, akkor a Fourier-sordban csak a, €és koszinusz tagok szerepel-
nek, vagyis b, =0
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Ha egy fiiggvény paratlan, akkor a Fourier-sordban csak szinusz tagok szerepelnek,
vagyis ag = 0¢és g, = 0.

Fourier egyiitthaték szamitasa: (277 / 2p periodicitas esetén)

1 27 1 2p
Ao = > | f(x)dx 4 =55 | f(x)dx
2 2p
ay = 1 f(x) cos(kx)dx ai = 1 f(x)cos (kix> dx
T Jo P Jo p
1 [ 1 [ kmx
by = —f f(x)sin(kx)dx by = —f f(x)sin (—) dx
T Jo P Jo p

Ha az f fliggvény 2p szerint periodikus, akkor mindegy, hogy a [0; 2p] intervallumon,
vagy egy skalarral eltolva az [a; a + 2p] intervallumon integralunk, vagyis:

fZP f(x)dx = fa+2p f(x)dx
0 a

Tétel 9.1

Ha a 27 szerint periodikus f fiiggvénynek létezik az x, pontban a jobb- és baloldali
hatarértéke, tovabba az f fliggvény Fourier-sora ebben a pontban konvergens, akkor
a Fourier-sor 0sszege ezen pontokban a filiggvény bal- és jobboldali hatarértékeinek
szamtani kozépe.

Hasznos trigonometrikus 0sszefiiggések:

cos®x +sin’x =1 e* =cosx +isinx
) eix _ e—ix eix + e—ix
Sin X = T COS X = T
sin 2x = 2sin xcos x cos 2x = cos? x — sin® x
sin® x = L= czos 2x cos? x = 1+ 0203 2x

sin(t + s) = sintcoss + costsins

cos(t £5) = costcoss Fsintsins
2sintsins = cos(t — s) — cos(t + s)
2costcoss = cos(t — s) + cos(t + S)

2sintcoss = sin(t — s) + sin(t + s)
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0.2. Feladatok

1. Hatdrozza meg az aldbbi, 27 szerint periodikus fiiggvények Fourier-sorat!

0, ha —7<x<0

f(x)={ A f(x) = fx +2kn)

7w, ha O0<x<~7w

2. Hatarozzuk meg az alabbi, 277 szerint periodikus fliggvények Fourier-sorat! Adja meg
a sorosszeget az x, = 7 pontban!

f(x)=x, ha xe(-mmn) A f(x) = f(x+ 2km)

3. Irja fel az alabbi 27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-sorat!

fx) = {Si“ HOOSXST R = f(x + 2kn)

0, T<x<2m

4. Adja meg az alabbi trigonometrikus fliggvények Fourier-sorat!

a) f(x)=sin*x b) g(x) = cos 3x - sin® x

5. 1rja fel az alabbi 2p = 27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-sorat!

f(x)=x% ha xe(-2;2) A f(x) = f(x +2k)
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