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[@l Fuggvény- és hatvanysorok

Matematika G2 — Valds analizis

Utoljara frissitve: 2025. majus 5.

7.1. Elméleti Attekintd

Definicié 7.1: Fiiggvénysor

Legyen f, : I C R — R fliggvénysorozat. Képezziik az alabbi fliggvénysorozatot:

s1(%) 1= fi(%),
$5(x) 1= fi(¥) + £(%),

J
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Az igy el6allo (s,,) fliggvénysorozatot az (f,,) fliggvénysorozatbdl képzett fiiggvénysor-
nak hivjuk és )’ f,-nel jeloljiik.

Definicié 7.2: Fiiggvénysor pontbeli konvergenciaja

A Y f, fiiggvénysor konvergens az x,, € I pontban, ha az (s,,) fliggvénysorozat konver-
gens az x, pontban.

Definicié 7.3: Fiiggvénysor konvergenciahalmaza

A Y f, fliggvénysor konvergens a H C I halmazon, ha az (s,,) fiiggvénysorozat konver-
gens a H-n.

Definicié 7.4: Fiiggvénysor egyenletes konvergenciaja

A’ f, fuiggvénysor egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha az (s,,) fliggvény-
sorozat egyenletesen konvergens az E-n.

Definicié 7.5: Fiiggvénysor osszegfiiggvénye

A Y f, fliggvénysorozat Osszegfliggvénye az s(x) := lim s,(x) fiiggvény, ahol x € H.
n—-oo

Definicié 7.6: Abszolat konvergencia

A Y f, figgvénysor abszolit konvergens, ha a )] |f,,| fliggvénysor konvergens.
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Tétel 7.1: Cauchy-féle konvergencia kritérium egyenletes konvergenciara

A Y] f,, akkor és csak akkor egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha Ve > 0
esetén IN(e) ugy, hogy ha n;m > N(g), akkor Vx € E esetén |s,(x) — s,,,(X)| < €.

Tétel 7.2: Weierstrass-tétel fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara

Legyen f, : I C R — R fiiggvénysorozat és Y. f, a bel6le képzett fliggvénysor, tovabba
Y. a, olyan konvergens numerikus sor, melyre Vx € I esetén |f,(x)| < a, Vn € N-re
n > ny € N esetén.

Ekkor a )} f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens.
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Definicié 7.7: Hatvanysor

Legyen f,(x) := a, (x — x¢)". A bel6le képzett
2 Fa(x) = 2 an (x = xo)"

fiiggvénysort hatvanysornak nevezziik, ahol a,, a hatvanysor n-edik egyiitthatoja, x,
pedig a sorfejtés centruma.

Definici6é 7.8: Hatvanysor konvergenciasugara

A Y a, (x — xo)" hatvanysor konvergenciasugara:

1 ER
e —— b'
lim sup &/ |a,|

n—-oo

Tétel 7.3: Cauchy-Hadamard-tétel

Legyen r a Y, a,x" hatvanysor konvergenciasugara. Ha ...

r

1. r = 0, akkor a hatvanysor csak az x, = 0 pontban konvergens,
2. r = o0, akkor a hatvinysor Vx € R esetén konvergens,

3. 0 < r < o0, akkor a hatvanysor konvergens, ha |x| < r és divergens, ha |x| > r.

-
abszolut konvergencia

Tétel 7.4: Tagonkénti integralhatdésag

Legyenek a ), f, fliggvénysor tagjai integralhatoak az [a; b] zart intervallumon. Tegyiik
fel, hogy a sor egyenletesen konvergens az [a; b]-n és Osszegfiiggvénye folytonos. Ekkor

b 00 b
[ r0ax=3 [ rea

n=1+va

Nem korlétos intervallum esetén nem igaz az allités.

Tétel 7.5: Tagonkénti differencialhatosag

Legyenek az f, fiiggvénysorozat tagjai differencidlhatéak a J intervallumon, f, fiiggvé-
nyek folytonosak a J-n, valamint a )} f, ésa ) f;, fliggvénysorok egyenletesen konver-
gensek a J-n. Ekkor

o) = 3 fa).
n=1
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7.2. Feladatok

1. Vizsgilja meg a kovetkez6 fliggvénysorok konvergenciatartomanyét, értelmezési tar-
tomanyat és adja meg az Osszegfliggvényiiket!

a) Zl"{/; b) Z(x_l) c) Zosinznx

x+1

2. Hatarozza meg az al4bbi fiiggvénysorok értelmezési tartomanyat, konvergenciétarto-
manyat és hogy a konvergenciatartomanyon beliil abszolut konvergensek-e!

00 1 0 B
a) nzﬂm c) ;(_l)nn X

o (1Z=171])" ®  cos(3x3 + (7/3)nx?)
b) Z —( 3z |> 4 r; 3" + x4nt

n=1

3. Ellehet-e végezni a kovetkez6 fiiggvénysor tagonkénti integralasat?

2 o xn 9 00 2 xn
Z enx dx = Z enx dx
0 n=1 n=1v0

4. El lehet-e végezni a kovetkez6 fliggvénysor tagonkénti derivalasat?

arctan(x/ n)

5. Hatéarozza meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciatartomanyat!
[S0] (e o] 1 n
2) Y nGx—2) 03 (4_ _) x”
n=1 — n
4n(— 1)” +n+2
b) Z 2n(n_ 1 Z ( ) x"

(s9) _ 2 n
c) Z(_l)ng
n=1

6. Hat4rozza meg az alabbi komplex hatvanysorok konvergenciatartomanyat!

a) Z ((n2'|))2 b) ’glzxrjn__ll 9) nZ::l(n + D(n + 2)x"
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