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Fuggvénysorozatok

Matematika G2 — Valés analizis

Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

6.1. Elméleti Attekintd

Definicié 6.1: Numerikus sor

Legyen (a,) : N - R numerikus sorozat, amelybdl képezziik az alabbi sorozatot:
n
Sn= +at o ta, = q
i=1

Az igy képzett (s,,)-t az (a, ) sorozatbdl képzett numerikus sornak mondjuk.

Azt mondjuk, hogy a )’ a,, sor konvergens, ha az s, sorozat konvergens, tovabba )’ a,,
sor divergens, ha s,, sorozat divergens.

Az s, sorozat hatarértékét a ). a,, sor osszegének hivjuk:

n

o
lim s, = lim Zai = Zai.
1 i=1

n—->oo n—->oo =
Numerikus sorozat konvergencia tesztek:
« Majorans kritérium:
ha )} a, < )b, és ) b, konvergens, akkor )’ a, is konvergens.

Minorans kritérium:

ha )} a, > > b, és ), b, divergens, akkor )’ a,, is divergens.

Hanyadosteszt:

. la
ha lim |=2*L

n—>oo

= q és q < 1, akkor ), a,, konvergens.

n

Gyokteszt:

ha lim %/|a,| = q és q < 1, akkor ) a,, konvergens.
n—>oo

Integralkritérium: ha x > 1 esetén f(x) nemnegativ és csokkend, akkor
(o]
> | fn| konvergens, ha / f(x) dx konvergens.
1

Leibniz-sor:

>.(—1)"a,, konvergens, ha (a, ) monoton csokkend nullsorozat.
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A ) a,, sorozat abszolut konvergens, ha )’ |a,| is konvergens.

A ) a,, sorozat feltételesen konvergens, ha )’ a,, konvergens, de ) |a,| divergens.

Definicié 6.2: Fiiggvénysorozat

Az f, : I C R — R sorozatot fliggvénysorozatnak nevezziik.

Egy fiiggvénysor értelmezése tartomanya azon halmaz, ahol az osszes f,, tagfiiggvény
értelmezve van:

Dp =[] 2

n=0

Definicié 6.3: Fiiggvénysorozat pontbeli konvergenciaja

Ha az x, € I pontban az (f,,(x,)) szdmsorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy
az (f,,) fiiggvénysorozat konvergens az x,-ban. A konvergenciahalmaz:

K :={x|x €IA(f,) konvergens az x pontban }.

Definici6é 6.4: Fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye

Az f fiiggvényt az (f,,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvényének nevezziik:
f(x) := lim f,(x), x €K
n—-oo

Azt mondjuk, hogy az (f,,) fiiggvénysorozat pontonként konvergal az f hatarfiiggvény-
hez a K-n, ha Ve > 0 esetén AN(g; x), hogy | f,,(x) — f(x)| < €, han > N(g; x).

Definicié 6.5: Fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciaja

Az (f,,) egyenletesen konvergens az E C H halmazon, ha Ve > 0 esetén 1étezik N(¢)
ugy, hogy |f,(x) — f(x)| < &, han > N(¢) minden x € E esetén.

Ha az (f,,) fliggvénysorozat folytonos és egyenletesen konvergens, akkor

b b
lim / fn(x)dx = / lim f,(x)dx.
n—oo n—oo
a a

Ha az (f,) fliggvénysorozat folytonos és az (f,,) fliggvénysorozat is folytonos és egyen-
letesen konvergens, valamint az (f,,) fiiggvénysorozat pontonként konvergens, akkor

Tim 500 = (1im fu(0)
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6.2. Feladatok

1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok?

(cos"(mf2))*" o nl
3) Z nt+1 4 nzo 241
0 n(_l)n+1
)Z(2+1/n) )Z’l -1
c) Z <1 - —) f) Zl ein

2. Hatarozza meg az aldbbi fliggvénysorozatok értelmezési tartomanyat, konvergencia
tartomdanyat és hatarfliggvényét!

2) fu(x) = x d) £,x) = (In )"
b) S = Tt ©) Ju(x) = nsin(7)
0) fulx) = X ) fux) = neos(7)

3. Egyenletesen konvergens-e az alabbi fliggvénysorozat a (2; 5) intervallumon?

2x3n?
x2n? +5

Ja(x) =

4. Bizonyitsa be, hogy
_ 27 sin(n*x? + 3)
lim _

x=00 Jo x2 +n3

5. Létezik-e az alabbi fliggvénysorozat derivaltja?
1 /s
=2 4 Zgi =
fu(x) =x*+ nsm[n(x+ 2)]

6. Adja meg az f,, fliggvénysorozat 6sszegfiiggvényét a [0; 2] intervallumon! Egyenlete-
sen konvergens-e az 0sszegfiiggvény a konvergencia-intervallumon?

I = n’x, ha 0<x<1m A neN*
" |1k, ha Y<x<2AnenN*t
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