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Linearis leképzések Il

Matematika G2 — Linearis Algebra
Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

5.1. Elméleti Attekintd

Definicié 5.1: Sajatértékek és sajatvektorok

Legyen V a T test feletti vektortér, v € V, v # 0. v-tagp : V — Vlinedris leképezés
sajatvektordnak mondjuk, ha 6nmaga skaldrszorosdba megy 4t a leképezés soran, azaz
p(v) = Av, 1 € T. A-t a v sajatvektorhoz tartozé sajatértéknek mondjuk.

Ha a v sajatvektora a p-nek, akkor annak skalarszorosa is az.

Tétel 5.1: Sajatértékek szamitasa

Az A € M,,y,, matrix sajatértékei a

det(A—AE) =0

karakterisztikus egyenlet gyokei.

Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

2 -1 2 -1 1 0 2—-1 -1
A_[—l 2] A_’UE_[—l 2]_’1[0 1]‘[—1 2—/1]
A karakterisztikus egyenlet, €s ennek alapjan a sajatértékek:

dettA—AE)=2-1)%*-1=0 = A, =1, 4,=3.

A sajatvektorokat az (A — A;E)v; = 0 egyenlet segitségével szamithatjuk ki:

1. A 4; = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

I | I R

2. A A, = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

| o I AR K
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A det(A — AE) = 0 egyenletet karakterisztikus egyenletnek nevezziik.

A det(A — AE) polinomot karakterisztikus polinomnak nevezziik.

Tétel 5.2: Foétengelytétel

Szimmetrikus matrix sajatvektorai ortogondlisak és a sajatértékek mindig valosak.

Antiszimmetrikus métrix sajatvektorai paronként konjugéltak és a sajatértékek mindig
tisztan képzetesek.

[E] Ha A hiromszogmatrix, akkor a sajatértékek a f6atlobeli elemek.

Definicié 5.2: Hasonlésag

Azt mondjuk, hogy az A és A matrixok hasonloak, ha létezik olyan T invertalhaté méat-
rix, hogy
A =T 'AT.

Definici6é 5.3: Diagonalizalhatésag

Az n X n-es A matrix diagonalizalhato, ha hasonl6 egy diagondlis matrixhoz, azaz ha
létezik olyan A diagondlis matrix és egy T invertalhat6é matrix, hogy

A = T 1AT.

Tétel 5.3: Diagonizalhatdsag sziikséges és elégséges feltétele

Legyen A egy n X n-es matrix. Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhato,
ha 1étezik n darab linedrisan fliggetlen sajidtvektora. Ekkor a diagondlis matrix az A
sajatértékeibdl, mig a T transzformdacios matrix A sajatvektoraibol all:

A 0 - 0
A =T IAT = 0 /1:2 0 és T=[v, v, - v,
0 0 - A,

Sajatvektorok koordinatarendszere:

Egy ¢ leképezés matrixa tetsz6legesen sok bazisban felirhat6. Ha ¢-t egy a leképe-
z€s sajatvektoraval parhuzamos vektorra hattatjuk, akkor az nyujtasnak felel meg. Ha
dim ¢ = n, és n darab linedrisan filiggetlen sajatvektorral rendelkezik, akkor ¢ matrix-
reprezentacidja a sajatvektorok 4altal felirt bazisban diagonalis lesz.
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Invarians mennyiségek:

Legyen A egy 3 X 3-as matrix, amelynek sajatértékei A,, 4, és 4;. Ekkor az aldbbi
mennyiségek barmely A-hoz hasonl6 métrix esetén invaridnsak:

e [ =trA=1,+1,+ 13,

. L= % ((tr A)? — tr(A%)) = 112, + Aoy + Asdy,

o I; =detA = 414,45.

Matrixfiiggvények:

Legyen A egy nxn-es, T matrix segitségével diagonizalhaté matrix, amelyre szeretnénk
hattatni az f fliggvényt. Ekkor az f(A) matrixot a kdvetkez6 modon szamithatjuk ki:

fa) 0 0
f@=tiayr-t=1| ¢ J& 0
0 0 - fG)

2

Szamitsuk ki az A = [_ 1

-1 % B S
) ] matrix tizedik hatvanyat!

Az A matrix sajatértékei 4; = 1 és 4, = 3. A hozzdjuk tartozé sajatvektorok pedig
v;(1;1) és vy(1;-1). Legyen T = [v; v,|. Ekkor az A matrix diagonalis alakja:

w12 12772 =11 1] _[1 0
A=T AT‘[1/2 —1/2”—1 2”1 —1]_[0 3]‘

Ezek alapjan:

1 =1{] o 31°9f1/2 —=1/2 —29524 29525

ALO — [1 1 Hl“’ 0 Hl/z 1/2 ] _ [ 29525 —29524]

Definicié 5.4: Sajataltér

Legyen A € M, ¢és legyen A; az A egy sajatértéke. A A;-hez tartozo sajataltér az
alabbi halmaz:
E/li = {v I Av = /hv}.

Ez az R" egy altere.

Algebrai és geometriai multiplicitas:

Ha a det(A — AE) = 0 karakterisztikus egyenletnek A; k-szoros gyoke, akkor azt mond-
juk, hogy a A;-nek az algebrai multiplicitdsa k. Ebben az esetben a A; sajatértékhez
tartozo sajataltér d dimenzioja (geometriai multiplicitdsa) 1 < d < k.
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A geometriai multiplicitds sosem nagyobb az algebraindl.

A diagonalizalhatosag ekvivalens azzal, hogy a geometriai és algebrai multiplicitdsok
minden sajatérték esetén megegyeznek.

1 2 2
Diagonalizdlhat6-eaz A = |2 1 2| matrix?
33 2

El6szor hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit:

1-4 2 2
detA-AE)=| 2 1-1 2 |==-2B+424+111+6=—-A1+1)*(1—6)=0.
3 3 2-21
Lathatjuk, hogy a 1,, = —1 sajatérték algebrai multiplicitdsa 2. Keressiik meg a hozza

tartozo sajatvektort/sajatvektorokat. Oldjuk meg az (A — 1E)v = 0 egyenletet:

2 2 21[v,] [0 —t—t, -1 -1
2 2 2 U, | = 0 = U1 = —0U — U3 = tl :tl 1 +t2 0
3 3 3]|vs] o t 0 1
—_— ~—
U1 Uy

Lathatjuk, hogy a 1,, sajatértékhez tartozé sajataltér dimenzioja 2, amely megegyezik
az algebrai multiplicit4ssal, tehat az A métrix diagonalizalhato.

. i : 21 e
Diagonizalhaté-e az A = [ 0 2] matrix?

El6szor hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit:

2-1 1

det(A—/l[E)=| 0 2-1

‘:(2—/1)2=0.

Lathatjuk, hogy a 4 = 2 sajatérték algebrai multiplicitésa 2.

A sajatvektorok meghatarozasa az (A — AE)v = 0 egyenlet segitségével:

o 1w _fo] o ,_,[

0 o|lv,| |0 o
A A matrix nem diagonalizalhato, mivel a sajatértékhez tartozé geometriai multiplici-
tas (vagyis a sajataltér dimenzidja) 1.

Ha egy 2 X 2-es matrix A sajatértékéhez tartozé algebrai és geometriai multiplicitas is
2, akkor a matrix diagonAlis.
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Kvadratikus formak és masodrendii gorbék:

Egy csupa masodfoku tagot tartalmazo kétvaltozds polinom atirhatdé méatrixos alakba:

p(x;y) = ax? + 2bxy + cy?* = [x y] [g tc’] [;] = xTAx.

Ha p(x;y) = 0, akkor az egyenlet egy origd kozépponti masodrendd gorbét ir le. Az A
matrix definitsége alapjan a gorbe lehet

« ellipszis, ha A definit, (sajatértékek azonos el6jeltek)
 parabola, ha A szemidefinit, (egyik sajatérték nulla)
« hiperbola, ha A indefinit. (sajatértékek ellentétes eldjeltiek)

Amennyiben a gorbe egyenlete nem csak mésodfoku tagokat tartalmaz, akkor azzal
egy altaldnos masodrendd gorbét irunk le:

ax?+2bxy+cy? + dx+ey +f=0,

[g ’3] BJ+[d ‘| [’y‘] Ff=o.

[x ¥l
——— S — —_——
xT A kT X
Legyenek A matrix sajatértékei 4; és 1,, és legyen v, a ,-hez, v, pedig a 1,-hoz tartozo
egységhosszusagu sajatvektor. Képezziik a T transzformdacios matrixot, amelynek osz-
lopai tartalmazzak a v, és v, vektorokat, vagyis T = [vl vz]. A matrix segitségével az
altalanos masodrendd gorbe egyenlete atirhat6 kanonikus alakra:

x1T-T-AT - T-lx + KIT - T-lx +f = 0,
&£ A i

ahol £ = [¢ 7] az A matrix sajatkoordinatdi, A diagonalis matrix, melynek f64tl6-
jaban az A matrix sajatértékei szerepelnek, x pedig tartalmazza a & és 7 iranyba valo
eltolast.

AN AN

n\y§ |’
3

Hiperbola Ellipszis Parabola

A A matrix f64atldjaba a sajatértékeket olyan sorrendben kell beirni, amilyen sorrend-
ben a sajatvektorokat a T matrixba rendeztiik.
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5.2. Feladatok

1. Adja meg az alabbi matrixok sajatvektorait és sajatértékeit!

- [—2 —8 —12
A=t 3 32144] c-[ )
L 0o 0 1
1000 W10 )2
D= E=|0 4 1 F=1]1 3 1
0021 0 0 4 1 2 2
|0 0 0 2 -

2. A leképezés matrixainak felirdsa nélkiil adja meg a lehetd legtobb sajatértélet és sa-
jatvektort!

a) z-tengely koriili 45°-os forgatas,
b) xy sikra vetités,
c) xy sikra tiikrozés.
3. Diagonizalhat6ak-e a harmadik feladatban szerepl6 E, D és B matrixok?

4. A sajatértékek kiszamitdsa nélkiil mondjuk meg a lehetd legtobb sajatérték-sajatvek-
tor part!
500
0 7 0]
0 0 9

5. Hatdrozzuk meg a harmadik feladatban szereplé B matrix tizedik hatvanyét!

A=

1 00
2 40 B =
305

6. Hatarozzuk meg az el0” fiiggvényt, ha B a harmadik feladatban szereplé matrix!

7. Milyen alakzatot irnak le az aldbbi masodrendii gorbék? Irja fel a kanonikus egyen-
letiiket!

a) —3x2 + 23y% + 26\/3xy = 144
b) 57x2 + 43y + 144/3xy = 576
c) 2x2—=5=0
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