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Linearis leképzések |

Matematika G2 — Linearis Algebra
Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

4.1. Elméleti Attekint6

Definicié 4.1: Linearis leképezés

Legyenek V] és 15 ugyanazon T test feletti vektorterek. Legyen ¢ : 1 — 15 leképezés,
melyet linedris leképezésnek neveziink, ha tetszéleges két 1{-beli vektor (Va;b € 1)
és T-beli skalar (A € T) esetén teljesiilnek az alabbiak:

* p(a+ b) = p(a) + ¢(b) ~ additiv (0sszegre tagonként hat),
» p(la) = 1p(a) ~ homogén (skalar kiemelhet6).

Definicié 4.2: Leképezés magtere

Legyen ¢ : 1| — 15 linedris leképezés, ekkor a
kergp :={v|veAap) =0}

halmazt a leképezés magterének nevezziik.

Definicié 4.3: Leképezés defektusa

A magtér dimenzidjat defektusnak nevezziik, és def p-vel jeloljiik.

Nem létezik olyan vektortér, melynek magtere az iireshalmaz (a nullvektor mindig ben-
ne van, mert a nullvektor képe mindig nullvektor).

Invertalhato lineéris leképezés magtere a nullvektor.

Definicié 4.4: Linearis leképezés rangja

Egy linedris leképezés rangjanak nevezziik a képtér dimenziojat. rgp = dim p(1f).

Tétel 4.1: Rang-nullitas tétele

Legyen V] véges dimenzios vektortér, ¢ : 1{ — 15 lineéris leképezés, ekkor

rgp + defep = dim .

1/6



Matematika G2(BMETE94BG02) Linearis Algebra — Linearis leképzések |

Linearis leképezések matrixreprezentacidja:
Legyenek 1] és 15 ugyanazon test feletti vektorterek, ésdim V| = n, valamintdim V; =

k.
Legyen {a;; a,; ... ; a,,} bazis V{-ben, és {by; b,; ... ; b,,} bazis V5-ben. Legyen ¢ : V] — 1,
linearis leképezés, ekkor

" A A 0 Ap
. Oy1 Qo -+ Qop
@(ai) = alibl + OCZin + ...+ akibk = Z OCJle => A = . . . .
=1 : g g
A1 X Akndy

Az A mitrixot ¢ leképezést reprezentdld matrixnak hivjuk, segitségével tetszéleges x €
V, képét meghatarozhatjuk. Legyenek (&, &5, ..., §,) az x koordinatai, ekkor a képét az
alabbi médon szamithatjuk:

app o e a6

z - a A o || b

Pp(x) =¢ (Z é’iai> - Z Siplar) = :21 : l > : :
i=1 i=1 : ’ ’ ) ;

ak1 ki o And LEn

Definicio 4.5: Bazistranszformacio

Legyenek {b;; b,; ...;b,} és {b; b,; ...; b,,} bazisok V-ben. Ekkor a {b;b,;...;b,} —
{by; b,; ... ; b,,} bazistranszformacié T matrixa a kovetkezéképpen irhat6 fel:

bl = tllbl + t21b2 + ...+ tnlbn )
b2 = t12b1 + tzzbz + ...+ thbn tll t12 tln

B_] - tljbl + thbZ + ...+ tnjbn

b, =t,b;+t,,b,+ ...+ t,,b, )

A T bazistranszformacids matrix segitségével a régi és 1j bazisban felirt vektorok kor-
dinatai kozotti kapcsolat matrixosan:

x=Tx" és x' =T lx.

Tétel 4.2: Linearis leképezés matrixa j bazisban

Legyen ¢ : V — V linearis leképezés, {b;; b,; ...; by} és {by; by; ... ; b,,} bazisok V-ben.
A ¢ {by; b,; ... b,} bazisra vonatkozé matrixa A, a ¢ {b;; b,; ... ; b,} bazisra vonatkozé
matrixa A. Jelolje T a {by; b,; ... ; b,,} bazisrél a {b;; b,; ... ; b,,} bazisra val6 attérés mat-
rixat, ekkor

A = TAT.

A A és A matrix hasonlo.
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Alap geometriai leképezések:

 Tiikrozés valamely tengelyre:

1 0 O
0 -1 O

0 0 -1

Ny =

x-tengelyre tiikrozés y-tengelyre tiikrozeés

00 O
010
0 0O

y-tengelyre vetités

« Vetités valamely tengelyre:

1 00
T, =

T,=[0 0 0
000

x-tengelyre vetités

« Tiikrozés valamely sikra:

1 0 O -1 0 0
Ty, =10 1 0 T,,=[{0 10
0 0 —1 0 01
xy sikra tiikrozés yz sikra tiikrozés
« Vetités valamely sikra:
100 0 00O
Ty, =10 1 0 T,,=(0 1 0
0 00 0 01

xy sikra vetités yz sikra vetités

 A-szoros nyujtas valamely irdnyban:

A 00O 1 00
0 0 T 040
0 1 0 01

T, = 1
0
y irdnyba

y=

x irdnyba
» Forgatas +« szoggel:

[1 0 0
R, () =0 cosa —sina| ~
|0 sina cosa |
[ cosa 0 sina]
Ry(a) = 0 1 0 ~
| —sina 0 cosa|
[cosa —sina O]
sina cosa O ~

0 0 1]

Rz(a) =

z-tengelyre tiikrozés

|

z-tengelyre vetités

T, =

S O O
S O O
— O O

1 0 0
T,,=[0 -1 0
0 0 1

xz sikra tiikkrozés

1 0 O
T,,=|0 0 0
0 01

xz sikra vetités
1 0 O
T,=[0 1 0
0 0 A

z irdnyba

x tengely kortili forgatas

y tengely kortili forgatas

z tengely koriili forgatas
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Ha egymads utan tobb transzformaciot kell végrehajtani A, B, C sorrendben, akkor:

x' = CBAx.

Definici6é 4.6: Ortogonalis transzformacié

Az n dimenzios euklideszi tér A : V — V linedaris transzformécigjat ortogondlisnak
mondjuk, ha (Ax; Ay) = (x;y), minden x; y € V esetén.

Egy ortogonalis transzformacio Q matrixdnak inverze megegyezik a transzponaltjaval.
Amennyiben det Q = 1, akkor a transzformaci6 orientaciétarto.

Amennyiben det Q = —1, akkor a transzformacié orientaciévalto.

A két dimenzios térben valo forgatas orientacidtarto, hiszen

cosa —sina

) =cos?a +sina = 1.
sina cosa

detQ =
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4.2.

10.

11.

12.

13.

14.

Feladatok

. Allapitsa meg, hogy az alabbi leképezések lineérisak-e?

X
e ] seew [
X+Yy

Hatarozza meg a P(5; —4; —1) pont koordinatait az a;(2; 1;0), a,(0;2; 1) és a5(1;0;2)
vektorok 4ltal meghatarozott bazisban!

. Irjafel az {i, j, k} és a {z,, z,, 23} ortonormalt bazisok kozti baziscsere matrixat!

A harmadik feladatban meghatérozott baziscsere matrixat felhasznélva oldja meg a
masodik feladatot!

. Irja fel a 2D Descartes koordinatarendszer a fokos elforgatdsaval nyert (ij koordinata-

rendszerbe mutatd baziscsere matrixat!

Adjuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat, amely az alabbi vektorba viszi

4t a bazisodat:
2 5 0
i~ |1], j~|5|, k]| O0].
3 5 -1

Mi lesz a P(1;1;1) pont képe?
Adja meg az els6 feladatban szerepld leképezések matrixait!

Hatarozza meg az origon athalado6 u(a, b, ¢) normalist (a® + b + ¢ = 1) sikra vonat-
kozé tiikrozés matrixat!

Adott egy linearis leképezés a szokasos {i, j} bazisban. Irja fel a leképezés matrixat az
{f1; f,} bazisban, ha f(2;1) és f,(1;1).

Adott két linedris leképezés métrixa A és B. Mit ad eredménytil...

a) (A+B)r, b) ABr, c) A’r, d) A~ lr?

Egy ¢ leképezés matrixa A. Dontsiik el, hogy:

1 2 3 a) P(2,0,1) € ker o, c) dimgp =?
A=|-1 0 =2
3 -1 4 b) mi Q'(1,4,0) 6sképe, d) defp =7

Mennyi a leképezés defektusa...

a) x tengelyre valo vetités esetén, b) yz sikra valo vetités esetén?

[rja fel annak a leképezésnek a matrixat amely z koriil a szoggel forgat, majd tiikroz
az xy sikra, végiil x irdnyba 2-szeres, z irdnyba 3-szoros nagyitast végez!

Irja fel azt a leképezést, amely az y = x és z = 0 egyenletrendszer( egyenesre tiikroz!
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15. Irjafel az e egyenes koriil poziziv y irdnybol 90°-os forgatis matrixat a szokasos, illetve
a v1(1;0;0), v5(1;1;0) és v3 = (1;1; 1) bazisokban, ha az egyenes egyenletrendszere:

143

e. —Xx+

> 7y=0 és z=0.

16. Adja meg a a és 3 paramétereket, hogy a ¢ leképezés A matrixa orientcidtarto és ska-
larisszorzattart6 legyen (ortogonalis)!

A=

O = Q
O O™

_ o O
e—
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