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Ll Linearis egyenletrendszerek

Matematika G2 — Linearis algebra

Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

3.1. Elméleti Attekintd

Az m egyenletbdl és n ismeretlenbdl 4116 linedris egyenletrendszer altalanos alakja:

allxl + a12x2 + ... + alnxn - bl’
azlxl + a22x2 + ... + a2nxn == b2,
QX1 + QX + .+ AuuXn = by,

ahol q; jaz egyliitthatokat, bj a konstansokat, X; pedig az ismeretleneket jeloli.

Egy linedris egyenletrendszer felirhat6 Ax = b alakban, ahol A az egyiitthaté6 matrix,
x az ismeretlenek vektora, b pedig a konstans vektor.

app A 0 Qp X1 b,
ayn Gy - G || X2 | _ | b2
Am1 Az *° Qmn Xn bn
——— ———
A x b

Tétel 3.1: LER megoldhatésaganak sziikséges és elégséges feltétele

Az Ax = b linedaris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha rg(A) =
rg(A|b), ahol az (A|b) matrixot kib6vitett matrixnak nevezziik.

A feltétel matrixosan:

ap;; ap A1p ap;p  ap ay, | by

a a a a a a b
rg 21 22 2n | _ rg :21 22 2n 2

Am1 AOm2 Amn Am1 AOm Amn bn

Definicié 3.1: Homogén linearis egyenletrendszer

Az Ax = b linedris egyenletrendszer homogénnek mondjuk, ha b = 0.

Ha b # 0, akkor a lineéris egyenletrendszer inhomogén.

A feltételbdl kovetkezik, hogy homogén linedris egyenletrendszer (b = 0) mindig meg-
oldhatd, hiszen az egylitthaté matrixbol és egy nullvektorbol képzett kibvitett matrix
rangja mindig meg fog egyezni az egyiitthaté matrix rangjaval.
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Linearis egyenletrendszer csoportositasa:

« A LER megoldhaté, ha létezik megoldésa.
+ A LER ellentmondd, ha nincs megoldasa.
« A LER hatarozott, ha csupan egyetlen megoldasa van.

« A LER hatarozatlan, ha végtelen sok megoldésa van.

A megoldasok vizsgalata:

Megoldas akkor létetik, ha b eléallithatd A oszlopvektorainak lineédris kombindcidja-
ként, azaz harg A = rg(A|b).

HargA # rg(A|b), akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

HargA < n, vagyis az egyiitthaté matrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szdma,
akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van. Az A matrix rangja segit-
ségével meghatdrozhatd, hogy hany paramétert kell bevezetniink a megold4s megada-
séhoz:

p = n—r1gA, ahol p a paraméterek szdma.

Megoldasi médszerek:

1. Matrixinverz médszer: ha az A maétrix regularis, akkor invertdlhat6 és x =
A~ 1b.

2. Cramer-szabaly: ha az A matrix reguldris, akkor az egyiitthatok az alabbi mo-

don szamithatoak:
_ det Ai

¥ = detA’
ahol az A; matrixot ugy képezziik, hogy az i-edik oszlopaba b vektort irjuk be.

3. Gauss-eliminacié: elemi atalakitdsokkal (sormtveletekkel) atalakitjuk a kib6-
vitett matrixot.

an Ay 0 yp bl oo - g|g
(0531 (05%) (053%) b2 o O ... O|O
Tl @y =22 Oy | 10 0O 0 -+ oo

Célunk: fels6 haromszogmatrix alakra hozni a kibdvitett matrixot.

A megoldasok szdma:

Nincs mo. 1db mo. 00 MO.
0 0 0|0
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3.2. Feladatok

1. Adott egy linedris egyenletrendszer A matrix tipusa, rangja, illetve a kibgvitett matrix
rangja. Hatdrozza meg az egyenletrendszer megoldasainak szamat!

A |rgA | rg(Alb)
4%x3| 3 4
33| 2 2
6X8| 6 6
8X6| 6 6
3x2| 0 0

2. Oldja meg az al4bbi lineéris egyenletrendszert matrixinverz modszerrel!

x1+3x2+3x3=3
X1 +3x, +4x3 =6
X, +4x, +3x3=9

3. Vezesse vissza az alabbi egyenletet linedris egyenletrendszerre, majd oldja meg mét-
rixinverz modszerrel!

1 2 5
A=Y mef] avemeas

4. Cramer-szabdly segitségével oldja meg az alabbi linedris egyenletrendszert!

2x1—3x2+x3 =0
—=3x;+4x, —2x3=1
le + 4-X3 =-3

5. Hatéarozza meg x; — x, értékét!

X1 +2x, +3x3+4x4 =5
2X1 +x, +2x3+3x, =1
31+ 2x, +x3+2x4 =1
4x; 4+ 3%; +2X3+ X4 = =5

6. Oldja meg az aldbbi linedris egyenletrendszert Gauss-eliminéacidval!
X, +2x;, —X3=2
3X1—XZ+2.X3 =7
x1 - X3 =-=2
2X1+ X, +x3 =7

7. Oldja meg az aldbbi linedris egyenletrendszert Gauss-eliminéacidval!

le—xZ+2X3+X4=7
2xX 1+ X, +4x3—2x4 =1
X1 —3x, —6x3+5x4 =0
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Oldja meg azt a linedris egyenletrendszert, melynek a kibdvitett matrixa (A|b) alaku!
1 1 1 2 112
-2 -2 -6 -8 0]10
(Abb)=12 2 =3 -1 4|17
-1 -1 1 0 4|9
3 3 6 9 8|15

Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminacioval:

X1 +3x,+2x3=0
2x1 —x,+3x3=0
31 —5x, +4x3 =0
X1 +17x, +4x3 =0

Oldja meg azt a homogén linearis egyenletrendszert, amelynek a egyiitthatoit az A

matrix tartalmazza!
—4

N WA=
NeRRV, BN B

5
2
6

Az egyenletrendszer megoldasa nélkiil allapitsa meg, hogy csak a trividlis megoldas
1étezik, vagy van nem trivialis megoldas is!
2xl+X2—4-X3 =0
31+ 5%, —7x3 =0
4x1 - SXZ + 6.7C3 =0

Adja meg C értékét, hogy megoldhato legyen az egyenletrendszer!

X1+2x, —3x3+ x4, =2
2x1 + 3%, —3x3—2x4, =4
_3X1_SX2+4X3+X4=C

Az egyenletrendszer megoldasa nélkiil allapitsa meg, hogy csak a trivialis megoldas
1étezik, vagy van nem trivialis megoldas is!
X1 +2x, +3x3+4x4+5x5 =0
—X1+ X, —6xX4+%x5=0
3 + X3+ 5x4 — x5 =0
2X3 —7x4 + 6x5 =0

Az u és v paraméterek fiiggvényében hany megoldasa van az egyenletrendszernek, ha
a kib6vitett matrix (A|b) alaka?

3
(Alb) = |1
1

o 8w
\S}
c N =
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