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Matematika G2 — Linearis Algebra
Utoljara frissitve: 2025. marcius 2.

2.1. Elméleti Attekintd

A determinans és a linearis fiiggetlenség kapcsolata:

Definici6 szerint a determindns értéke pontosan akkor zérus, ha a matrix soraibol kép-
zett sorvektorok, vagy oszlopaibdl képzett oszlopvektorok linedrisan fiiggéek.

Ha a determindns értéke nem zérus, akkor a vektorok linearisan fiiggetlenek.

Egy 3 X 3-as matrix esetén példaul:

u 1) w
an a;p a3
A= as; az azs
as; as; ass

Ha u, v és w linedrisan fliggetlenek, akkor det A # 0.

Korabban 3 vektor lineéris fiiggetlenségét a vegyesszorzat segitségével vizsgaltuk. 3x3-
as matrixok esetén a vegyesszorzat értéke megegyezik a vektorokbol alkotott matrix
determindnséaval.

Sarrus-szabaly:

3 X 3-as matrixok determindnsat a Sarrus-szabdly segitségével konnyedén meghataroz-
hatjuk. A szabaly nevét Pierre Frédéric Sarrus francia matematikusrol kapta.

—gec — hfa—idb

log @ &+

a b
N e detA = +aei + bfg + cdh
g h

Definicié 2.1: Matrix rangja

A matrix rangjadnak nevezziik az oszlopvektorai koziil a lineédrisan fiiggetlenek maxi-
malis szamat.

Tétel 2.1: Matrixok rangszamanak tétele

Egy métrix rangja megegyezik maximalis el nem t(in6 aldeterminansanak rendjével.
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A matrix rangja elemi méatrix atalakitdsok sordn nem valtozik:
« tetszéleges sorat vagy oszlopat egy 0-t6l kiilonboz6 szammal megszorozzuk,
« tetszdleges sorat vagy oszlopat felcseréljiik,

« tetszéleges sorahoz vagy oszlopdhoz egy masik tetszéleges sorat vagy oszlopat
adjuk.

Ha egy kvadratikus (négyzetes) matrix determinansa nem zérus, akkor rangja maxi-
malis.
AeM,y, ANdetA#0 = r1gA=n

Egy m X n-es métrix rangja nem lehet nagyobb, mint az m és az n koziil a kisebbik
érték. Ha a matrix rangja maximalis, akkor az m és az n koziil a kisebbik érték a rang.

AeMy,y, = 1gA<min{mn}

Csak a nullmatrixnak lehet O rangja.

1 2 3
Hatdrozzuk megaz A = |3 2 1| matrix rangjat a definicid segitségével!
21 3

Vizsgaljuk meg, hogy oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek-e, vagyis hatarozzuk meg
a matrix determindnsat:

1 2 3
detA=3 2 1/=1-2-34+2-1-2+3-3:1-3-2:-3-1-1-1-3:2-3=-12.
213

Mivel a determinéns értéke nem zérus, az A matrix rangja maximalis, azaz rg A = 3.

1 2 3
Hatdrozzuk megaz A = |3 2 1| matrix rangjat a tétel segitségével!
213

A matrix rangja a legnagyobb el nem tind aldererminans rendje:

Al = [1] = detAl = 1,
[1 2
A, = — detA,=1-2-3-2=—4,
3 2
[1 2 3
2 1 3

Mivel a legnagyobb el nem tin6 aldetermindns rendje 3, ezért az A matrix rangja 3.
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1 2 3
Hatarozzuk megaz A = |3 2 1| matrix rangjat elemi atalakitasok segitségével!
21 3
1 2 3 ]
rgA=rg| 3 2 1 [ (-3S5)
2 1 3 | (=25)
1 2 3 ]
=rg| 0 —4 8| .
0 -3 -3 =4
1 2 3
=rg| 0 1 2 (-2S,)
0 -3 =3 ] (+3Sy)
1 0 -1
=rg| 0 1 2
0 0 3 |1 =+3
1 0 —-17 (+S3)
=rg| 0 1 2 | (-2S3)
0 O 1 |
1 0 0 ]
=rg| O 1 0 =3
0 0 1 |

Definici6é 2.2: Regularis és szingularis matrix

Egy kvadratikus méatrixot regularisnak mondunk, ha determindnsa nem zérus.

Ha a kvadratikus matrix determinénsa 0, szingularis matrixrol beszéliink.

Definicié 2.3: Matrix inverze

Az A € M, matrix inverzét az A~ jeloli, és az a matrix, melyre A - A~! = E teljesiil.
Egy szingularis matrixnak nem létezik inverze.

Reguldris matrix inverze egyértelmid. Ha A € M,,,, akkor
1. adj A
T detA’

Egy 2 X 2-es matrix adjungaltja:

a b A _|d -b
A_[c d] = adJA_[_C a]
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1 2
Hatdrozzuk megaz A = [ 3 4] matrix inverzét!

A matrix determinansa:
detA=1-4—-3-2=-2.

A matrix adjungaltja:

. 4 =2
adjA = [_3 1 ]

Ezek alapjan az A matrix inverze:

a_ 1[4 2] _[-—2 1
" [—3 1]_[3/2 —1/2]‘

Egy 3 X 3-as méatrix adjungaltja:

+ Gy O3 |12 O13 + iz 013
sy dszz a3y dsz3 Az dzs
ol a ap o ap, o
A=lay ayp ay| = adjA=|- 3|+ 3 — 3
az; dszz asz; ds3 az; dz3
as; dz; dsz - 7l

4|21 22| _ an 4 n ann ai

| [d31 Q3 as; dasp Qz; Qx|

3 X 3-as matrix adjungaltjdnak felirdsdhoz érdemes el8szor a transzponaltjat felirni,
példaul:

ap;; dpp g3 a;; 4z ds;
A=|ay ay ay| => AT=|la;p ayp as
a3 dz; dsz a3 dpz dsz

Az adjungalt i-edik sordban és j-edik oszlopdban elhelyezkezd a;; elemét a letakards
modszer segitségével hatdrozhatjuk meg.

Az adjungilt elsé sordnak elemei:

+

ass ass azs ass
a,, a a;, a a
ay =+ 22 43 A, = — 12 Qs ap =+ 12 Qx
az3 dszz a3 dszs a3 Qs

A tobbi elem hasonlo modszerrel szamolhato.

4/6



Matematika G2(BMETE94BG02) Linearis Algebra — Matrixok Il

Hatdrozzuk meg az A =

wn W =
(o)W "N\

3
S] matrix inverzét!
8

A matrix determinansa:
detA=1-4-84+2-5-5+3-3-6—3-4-5—-6-5-1—8-2-3=-2.

A matrix transzponaltja:

1 35
AT=12 4 6].
3 58
A matrix adjungaltja:
A6 26 LA
5 8 3 8 35
35 |15 |13 2 2 2
adJA=—58+38—35=_12—47_42.
Pl s L3
| |4 6 2 6 2 4]

A matrix inverze:

Inverz meghatarozasa Gauss-Jordan eliminacioéval:

Egy A reguléris matrix inverzés Gauss-Jordan elimindcioval is meghatarozhatjuk. A
modszer soran az (A|E) matrixot sormiiveletek segitségével olyan modon alakitjuk at,
hogy ahol eredetileg A allt, ott az egységmatrix jelenjen meg. Az atalakitott matrix
masik felében az A~! matrix fog szerepelni.

1 2 - .
Hatdrozzuk meg az A = [ ] matrix inverzét!

3 4

1 2 1 0

3 4 0 1 [(=3S)
1 2 1 0 |

0 -2 | =3 1 |+(-2)
1 2 1 0 ](=25,)
0 1 3/2 -1/2 |

1 0o |-1/2 1/2 |

0 1 3/2 -1/2 |
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2.2. Feladatok

1. Egy sikon vannak-e az A(2; 3; —4), B(3; —1; —6), C(—1; 5;2) és D(2; 1; —4) pontok?

2. Szamolja ki azalabbi méatrixok determindnsat Sarrus-szaballyal!

4 9 2 357 8 4 3 4 =3 0
A=13 57 B=|5 6 3 C=|-5 6 -2 D=2 -1 2
8 1 6 21 4 7 9 =8 1 5 7
3. Adja meg az azalabbi matrixok rangjat!
[1 2 3 [ 1 3 =2
A=13 21 B=(-2 -6 4
2 1 3 -1 -3
INEE SIS
C=|2 4 5 2 D=
1110 56789
- (4 5 6 7 8
4. Vizsgilja az A matrix rangjat x fliggvényében!
1 -1 -3 3
x 4 10 1
A=l1 7 17 3
2 2 4 1
5. Szémitsa ki az aldbbi matrixok inverzét!
1 33 1 2 3
Az[; i] Bz[;L Z] C=1|1 3 4 D=3 21
1 4 3 213

@)

. Milyen k érték esetén lesz invertdlhat6 az alabbi méatrix?
k-1 2
2 k-1
7. Hat4rozza meg az ismeretlenekeket az alabbi matrixegyenletben!
x S5||7 y|_|-14 8
-3 z[|0 6] | w 3
8. Adottak az A, B és C matrixok. Oldja meg az aldbbi méatrixegyenletet!
4 3 1 2 1 -1
A_[l 1] B—[3 4] C—[z _3] => AX + C =2BCX

9. Szadmitsa ki az alabbi, komplex elem(i matrix rangjat!

1 2 142
3 1 3—1

4i -3 —1+4i
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