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Matematika G2 — Linearis Algebra
Utoljara frissitve: 2025. februar 09.

1.1. Elméleti Attekintd

Az el6z6 félévben az R"-et, az n-dimenzios oszlopvektorok vektorterét vizsgaltuk. Idén
egy altalanosabb vektor fogalmat vezetiink be.

A félév elején atismételjiik azokat a fogalmakat, amelyeket mar az el6z6 félévben az
R" kontextusdban megismertiink. Sz6 lesz példaul linearis kombinaciokrol, linearis
fiiggetlenségrél. Ezeket a fogalmakat eredetileg az R” vektortér keretein beliil vezettiik
be, most azonban latni fogjuk, hogy valdjaban tetszéleges vektortérre alkalmazhatdak.

Definiciéo 1.1: Abel-csoport

Legyen G nemiires halmaz, és o egy mtivelet. Ekkor a (G; o) csoport, ha teljesiilnek az
alabbiak:

1. Va;b;c € G : (aob)oc=ao(boc), (asszociativitas)
2.3e€G:VaeG:eoca=aoce=a, (egységelem)
3.YaeG :3aleG:aocal=aloa=ec (inverzelem)
4. YVa,b € G : acb=boa (kommutativitas)

Definicié 1.2: Vektortér

Legyen V nemiires halmaz, és o, + két muivelet, T test. A (V;+,0) a T test feletti vektor-
tér, ha teljesiilnek az alabbiak:

1. (V;+) Abel-csoport,

2.VLUET AVXEV : (Aou)ox =Ao(uox),

3. haea T-beli egységelem, akkorVx € V : eox = x,

4. teljesiil a disztributivitas:
s VLUET AVXEV :do(x+y)=Aox+ A0y,
s ViueT AVXeEV :(A+u)ox=Aox+uoX.

A (R3; +, 1) vektortér, ahol + az dsszeadds, 4 pedig a skalarral vald szorzést jeloli.

A legfeljebb n-edfoku polinomok a skalarral val6 szorzasra és az 6sszeadasra vektorte-
ret alkotnak.
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Definicié 1.3: Linearis fiiggetlenség

A (V; +; A1) vektortér vy, v,, ... , U, vektorait linearisan fiiggetlennek mondjuk, ha a
AU+ A0+ o+ 4,0, =0

vektoregyenletnek csak a trividlis megoldasa 1étezik, azaz 4, =1, = ... =1, = 0.

Ha az egyenletnek nem csak a trividlis megoldasa 1étezik, akkor a vektorok lineérisan
fiiggok.

Definicio 1.4: Altér

Legyen (V;+;4) R feletti vektortér, valamint @ # L C V. L-t altérnek nevezziik a
V-ben, ha (L; +; 1) ugyancsak vektortér.

(R3; +; A1) altere az olyan vektorok halmaza, amelyek els6 koordinétaja 0.

A polinomok vektorterének alterte a legfeljebb n-edfoku polinomok vektortere.

Definicié 1.5: Generatorrendszer

Legyen V vektortér, valamint @ # G C V. G 4ltal generdlt altérnek nevezziik azt a
legsziikebb alteret, amely tartalmazza G-t. Jele: £(G).

G generatorrendszere V-nek, ha £(G) = V.

Az R® vektortér generatorrendszere példaul:

{ (1;0;0);(1;1;0); (0; 1;1); (0; 05 1) }.

A legfeljebb masodfoku polinomok vektortérének generatorrendszere példaul:

1,14+ xx+x%x2 L
{

Definicié 1.6: Bazis

A Vvektortér egy lineérisan fiiggetlen generdtorrendszerét a V bazisanak nevezziik.

Az R3 vektortér bazisa példaul:

{ (1;0;0);(0;1;0); (0; 0; 1) }.

A legfeljebb mésodfoku polinomok vektortérének bazisa példaul:

{Lx;x%}.
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Definicié 1.7: Vektortér dimenzidja

Végesen generalt vektortér dimenzidjan a bazisainak kozos tagszamat értjiik.

Definicioé 1.8: Matrix

Egy matrix vizszintes vonalban elhelyezkedd elemei sorokat, mig fiigg6legesen elhe-
lyezkedé elemei oszlopokat alkotnak.

Egy m sorbol és n oszlopbdl 4116 matrix jelolése:

a;;  app ain

a a a
A = 21 22 2n

A1 Gna -+ Aun

Matrixok jelolése nyomtatott szovegben: A.
Matrixok jelolése irasban: A.
Az m X n-es matrixok halmazanak jelolései: My, = R™ X R" = R™*",

A matrix i-edik sordban és j-edik oszlopaban taldlhat6 elemet a;j-vel jeloljiik.

A métrix dimenzi6it mindig el6szor a sorok szdméval, majd azt kovetéen az oszlopok
szamaval adjak meg.

Definicié 1.9: Matrix transzponaltja

Egy A € M, Matrix transzponaltja a f5atléjara vett tiikdrképe. Jele: AT € M,y -

ain - Om
ann a2 Qin T e
A= : T = AT=|"12 —~ "m
aml aml amn )
Ain  Amn

, 123
Hatarozzuk meg az A = [ 45 6

] matrix transzponaltjat!
4 5 6

1 2 3 L4
3 6

Két vektor skaléris szorzatdnak gyakori jelolései:

a-b={(a;b)=a'b.
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Specialis matrixstruktarak:
ai
il M lopvek lopmatri
: € wx1 ~ oszlopvektor / oszlopmatrix
an1
[an ap ... a;p] € My, ~ sorvektor /sormatrix
(a1 ap ayp |
a a a : ] s
2l a2 2n € M,x, ~ kvadratikus/négyzetes matrix
[ dp1 A2 Ayn |
[ 1 0 0 ]
0 1 ... O s
E=] . . . € M,x, ~ egységmatrix
| O 0 1 |
[ 0 0 0 ]
0 O .. O s
0= . . X € Muxn ~ nullmatrix
| O 0 0 |
an 0 ees 0 T
0 a .. 0 . an A
. 22 . € M,x, ~ diagonalis matrix
| O 0 Ay
-all aip ... aln-
0 a .. a R . Rt
.2 2n € M,x, ~ fels6haromszog matrix
| O 0 Ay |
(a1 arp Ayp |
a, a a . . .
12 T2 2n € M,y, ~ szimmetrikus matrix
lay, Ay ... Ay
0 (05D} .. pn
—a 0 .. a . . o
12 . Ml e M,x, ~ antiszimmetrikus matrix
-, —0Qy, ... O

Definicié 1.10: Matrixok osszege

Két matrix 0sszegén azt a matrixot értjiik, melyet a két matrix elemenkénti 6sszeada-
saval kapunk, azaz, ha A,B € My, akkor C := A+B € M, ahol ¢;; 1= a;j+ by;.
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1 2 3 6 5 4
. _ . _ o .. "
Hatdrozzuk meg az A [ 4 5 6] ésaB [ 3 9 1] matrixok 0sszegét!

1 23] [65 4] _[1+6 2+5 3+4] _[7 7 7
3 2 1| |443 5+2 6+1| |7 7 7

Definicié 1.11: Matrix és skalar szorzata

Egy matrix és egy skalar szorzata olyan matrix, melynek minden eleme skaldrszorosa
az eredeti matrix elemeinek, azaz ha A € My, és 1 € R, akkor C := AA, ahol

cij = /1al~j.

1
Hatdrozzuk mega A = 2 skaldr ésaz A = [ 4 s 6] matrix szorzatat!

12 3] [2:1 2223 [2 4 6
A'A_z'[4 5 6]_[2-4 2-5 2-6]_[8 10 12]

Definicié 1.12: Matrixok szorzata

Legyen A € M., €8 B € M ;5. Ekkor a két matrix szorzata

n
C:=A-B,aholc;; = ) ayc-bj = ay - byj+ ap - byj + .. + Q- by
k=1

A matrixszorzas vizualizalasa:

bll cee blp

b21 see b2p

b, bnp
apn Qi ... Qip 2aibyn Zalibip
a1 A ... Qp 2 Qb ZaZibip
An1 Am2 -+ Amn 1L Zamibil Zamibip

1 0 1 0 . .
Hatdrozzuk meg az A = [_1 2] ésaB = [_2 _1] matrixok szorzatat!

1 o
o |
1 0| 1-140-(-2) 1-040-2
[—1 2”—1-1+2-(—2) -1- 0+2(1)] [ ]
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Definicié 1.13: Szimmetrikus matrix

Egy A € M5, matrix szimmetrikus, ha A = AT,

Definicié 1.14: Antiszimmetrikus matrix

Egy A € M, matrix antiszimmetrikus, ha A = —AT.

Kvadratikus matrix felbontasa szimmetrikus és antiszimmetrikus részekre:

A= %(A+AT)+ %(A—AT)

Szimmetrikus Antiszimmetrikus

Hatdrozzuk meg az A = [; i] matrix szimmetrikus és antiszimmetrikus részét!
1 T 111 2 1 3 112 5 1 5/2
AS_E(A+A)_§([3 4]+[2 4])_5[5 8] ‘[5/2 4]

1 1([1 2] J1 3]\_1fo -1 0 —1/2
Aas=§(A—AT)=§<[3 4]—[2 4]>=§[1 0]=[1/2 0 ]

Definicié 1.15: Determinans

Legyen A € M, kvadratikus matrix, és det : M, — R fliggvény. A matrix i-edik
oszlopanak elemeit tartalmazo oszlopvektorokat a;-vel jeloljiik. Az A determindnsa-
nak nevezziik det A-t, a hozzarendelést pedig az alabbi négy axiéma irja le:

1. homogén:
det( e dag e )=/1det( @y e ),

2. additiv:

3. alternalé:
det( -+ @ .. @ - )=—det( - @ .. @ -)

-

4. E determinansa:
det[E = det(él é2 én) =1.

Ha egy matrix determindnsa nem zérus, akkor a az oszlopaibdl, vagy soribol képzett
vektorok linedrisan filiggetlenek.

Ellenkez6 esetben linedrisan Osszefiiggdek.
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1 2
Hatdrozzuk megaz A = [3 4] matrix determinénsat!

A determindns a kifejtési tétel alapjan:

detA=1-4—-2-3=4—-6=-2.

A determinans a definicié alapjan:

1 0
0 -2

1 0
01

1 2
3 4

1

1 2|2 3 4
0 2| - =7

detA = ’ —2‘

1. Az els6 sor haromszorosat kivonjuk a mésodik sorbdl.
2. Az els6 oszlop kétszeresét kivonjuk a méasodik oszlopbol.
3. A masodik oszlopbdl kiemeliink —2-t.

4. Az egységmatrix determindnsa 1.

3 X 3-as matrix barmelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthetd. Az alabbi elGjelszabalyt
kell alkalmazni:

1
Hatarozzuk megaz A = | 4
7

co w1 N

3
6] matrix determinansat!
9

A determindns a kifejtési tétel alapjan, az els6 sor szerint:

4 5
7 8

5 6
8 9

4 6

detA=1-‘ 7 9

‘—2-‘ ‘+3-‘ ‘ =1-(5-9-6-8)—2-(4-9—6-7)+3-(4-8—5-7) = 0.

A determindns a kifejtési tétel alapjan, a masodik oszlop szerint:

1 3

4 6 1 3
sein=2ft Gaslt Il 2

7 9 + 7 9‘_&‘ ‘ =—-2:(4-9-6-7)+5-(1-9-3-7)—8-(1-6—3-4) = 0.

A determindns a definicié alapjan:

1 2 3 ) 1 11 5
detA=1]4 5 6/=|4 1 1|=0.
7 8 9 7 11

1. A masodik és a harmadik oszlopbdl kivonjuk az els6 oszlopot.

2. Amennyiben a matrixban két oszlop vagy sor azonos, akkor a determindans zérus.
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1.2. Feladatok

1. Vizsgilja meg, hogy vektorteret alkotnak-e a szokdsos miiveletekre...
a) R3 azon vektorali, amelyek els6 koordinatja 1,
b) R3 azon vektorai, amelyek masodik koordinataja 0,
c) a harmadfoku, valds egyiitthatos polinomok.

2. Dontse el, hogy az alabbi vektorok R-ben bézist vagy generatorrendszert alkotnak-e!

1N

d) e)

\ \ ) \
r r h) r

3. Vizsgalja meg, hogy az v;(1;2;3), v,(1;3;—1) és v5(1;0;0) vektorok R3-ban bazist
vagy generatorrendszert alkotnak-e!
10
0
1

5. Adottak az A, B és C matrixok. Végezze el az alabbi mitiveleteket!

2 2
2 5 1 6 8 2
A‘[7 0 3] B_[l 2 3] C_[_3 7]

4. Irja fel az A matrix transzponaltjat!

A=

N O -
Y BN |
S O W
N B~ W

1 3
a) A+B c)3A+C e) B-C
b) 2A + 3B d B-A f) 2A + 3BC

6. Adottak az A és B matrixok. Végezze el A - B és B - A miiveleteket!

A= B=[2 0 1]

BN =

7. Bontsa fel az A matrixot szimmetrikus és antiszimetrikus 0sszetevikre!

3 =5 2
0o 4 7

10 8 1

A=
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8. Szadmolja ki az A, B, C és D matrixok determindnsat!

38 6 3 153 =7
49 2

2 3 12 0 1 01 4 -2

A‘[1o] B‘[éié] €=l11 212 P=1o01 4

25 1 5 000 1

9. Mutassa meg hogy A determinédnsa oszthato 7-tel!

7
3
5

A=

N W o
W~ W
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