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Jelolések

Logikai szimbolumok

Jel Megnevezés Példa
A és PAQ
Y% vagy pVq
v minden / barmely Vx eX
3 l1étezik dxeX
A nem létezik Axe X

Egyenloség, relacidk

Jel Megnevezés Példa
= egyenld 2+2=4
#* nem egyenld 2#3
= ekvivalens 2=2
< kisebb 2<3
< kisebb vagy egyenld 2<3
> nagyobb 3>2
> nagyobb vagy egyenld 3>2

Jel Megnevezés Példa
a+b osszeg 2+3=5
a—>b kiilonbség 5-3=2
a-b szorzat 2:3=6
a/b héanyados 6/3=2

ab hatvany 25=38

\/E négyzetgyok 4=2
%/a n-edik gyok 8 =

al faktorialis 31=3-2-1=6

o




Halmazok és halmazmuveletek

Jel Megnevezés Példa
2,{} lireshalmaz A:=lk|keNAk <O}
N természetes szamok 1.2.3, ...
halmaza
egész szamok halmaza e, —2,—-1,0,1,2, ...
raciondlis szamok halmaza 2/3€eQ
o* irraci(})lrgljlrllils;1 ;zémok reQ
R valos szamok halmaza \/E ER
C komplex szdmok halmaza ieC
A,B,C halmazok A =1{1;2;3}
a,b,c halmazok elemei XEA
€ eleme ieC
& nem eleme Te&Q
~ ekvivalencia A~B
C részhalmaza {1} C {1;2}
C valddi részhalmaza ACB&ACBAA#B
A komplementer halmaz (xeX|x¢gA}
U unio {xeX|xeAvxeB}
N metszet {xeX|x€AAXxE€EB}
kivonas {xeX|x€eAAX¢&B}

Intervallumok

Jel Megnevezés Példa
[a; b] zart intervallum [0;1]
(a; b) nyilt intervallum (0;1)

) balrol zart, jobbrol nyitott )
[a:b) intervallum [0;1)
) balrdl nyitott, jobbrol zart )
(a; D] intervallum ;1]
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Komplex szamok

Jel Megnevezés Példa
C komplex szdmok halmaza zeC
i imaginarius egység i?=-1
z komplex szdm z=3+4+4i
z=a+ bi algebrai alak Re{z} = a,Im{z} = b
Z =a— bi konjugalt 34+4i=3—4i
Re{z} valos rész z=3+4+2i - Re{z}=3
Im{z} képzetes rész z=14+4i - Im{z} =4
|Z| abszolut érték / hossz |z| = \/m
arg{z} argumentum arg{z} = arctan(b/a)
z = r(cos ¢+i sin @) trigonometrikus alak |z| = r,arg{z} = ¢
z =re'® exponencialis alak z = re'? = rexp(ip)

Sorozatok, sorok

Jel Megnevezés Példa
. 1
(a,) numerikus sorozat a,=—
n
. (ds .1
lim a, =a sorozat hatarértéke lim = =0
n— o0 n—-oo N
a, =a,_1+d szamtani sorozat A, =0ap_q1 +2
a, =a,_1°q mértani sorozat a, =Qa,_1-2
. 1
Zan numerikus sor -
n
0 ()
I= o 1
= > ay sor Osszege IL=5S2-0
n=0 n:On
Za o geometriai sor 1 1 1
(Ir] < 1 esetén) Z:()z_n:l_r:1_1/2:2
n=
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Filiggvények

Jel Megnevezés Példa
fiDo>RxHYy f fiiggvény fiR->R,x~ x?
Dy értelmezési tartoméany Dr=R
R értékkészlet Ry =[0;+00)
értékkészlet hozzarendelése
D—->R az értelmezési f R->R
tartoméanyhoz
fiiggvényértékek
X—y hozzéarendelése az fixe x?
Osképekhez
f1 inverz fliggvény ha f(3) = 5, akkor f~1(5) = 3
" N f(x) =e*,g(x) =x*:
o Osszetett fiiggvén

fos seveny (f og)x) = ¢
lim f(x)=A fliggvény hatarértéke lim S0 _ 4
x—a x-0 X
lim f(x)=A jobboldali lim — =400
x—a+ x—0+ X
lim f(x)=A baloldali lim 1_ —00
x—a— x—>0— X

Nevezetes fiiggvények

Jel Megnevezés Példa
eX,expx exponencidlis fliggvény X - eX
természetes alapu
Inx . X+ Inx
logaritmus
a* hatvanyfiiggvény X 2
log x a alapu logaritmus x — log, x
sin, cos, szogfliggvények X - sinx
tan, cot

arcsin, arccos,
arctan, arccot

inverz szogfiiggvények

X > arcsin x

sinh, cosh,
tanh, coth

hiperbolikus fliggvények

X — sinh x

arsinh, arcosh,
artanh, arcoth

inverz hiperbolikus
fiiggvények

x ~ arsinh x
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Kalkulus

Jel Megnevezés Példa
elsd, masodik és n-edik
(), f"(x), fM(x) derivalt (Lagrange-féle f'(x) = lim Flxct h})l — /&)
jelolés) h=0
5 n elsd, masodik és n-edik
ﬂ, d—];, q derivalt (Leibniz-féle flix)= g—f
dx’ dx?" dx jelolés) x
n elsd, masodik és n-edik . df
fiofof derlvalt. (1.\Terwton-fele f= ar
jelolés)
b 1
f(x)dx Riemann-integral f v2dx = l
a 0 3
f f(x)dx hatarozatlan integral f f(x)dx = F(x) + C
F f primitiv fiiggvénye F'(x) = f(x)
f Riemann-integralhat6 az ) .
J € Rla;b] [a; b] intervallumon X € R(—00;+00)
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' ]. Halmazelmélet

Ebben a fejezetben a halmazelmélet alapfogalmaival ismerkediink meg, attekintjiik, rendsze-
rezzlik és néhol kibovitjiilk mindazt, amit eddig a szamokrdl kozépiskolaban tanultunk.

A halmazok olyan objektumok gylijteményei, amelyek egy kozos tulajdonsag vagy szabaly
alapjan hatarozhatéak meg. A halmazelmélet Iényegében a koztik 1évé kapcsolatokkal foglal-
kozik és a matematikai érvelés sarokkoveként szolgal, keretet adva a matematikai objektumok
rendszerezéséhez és elemzéséhez.

Tanulmanyozni fogjuk a szamok kiilonb6zo tipusait: a természetes szamokat, az egész sza-
mokat és a valés szamokat, valamint azt, hogy ezek hogyan viszonyulnak egymashoz.

A fejezetben olyan definicidk, tételek keriilnek ismertetésre, amelyek elengedhetetlenek a to-
vabbi matematikai tanulmanyokhoz.

A fejezetben érintett témakorok

1.1 Alapfogalmak, alapmiveletek . . . . . . . ... ... ...
1.2 Relacidk, leképezések, fuggvények . . . . . . . ..o

1.3 A szamfogalom kiépitése . . . . . . . . ...

NoREE NNV N V)

1.4 Halmazok szdmossaga . . . . . . . . . ..o
1.5 Felkésziilést segito kérdések . . . . . . . . ..o 10
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1 Halmazelmélet

1.1. Alapfogalmak, alapmiiveletek

Alapfogalmak:
« axioma / posztulatum,
 definicio,
« nem definialt alapfogalom,

« 4llitas / tétel / lemma / segédtétel.

A halmaz egy nem definidlt alapfogalom:
« A halmazokat nagybettvel jeldljiik: A, B, ...
« Az elemeket kisbettivel: a, b, ...
« Halmaz eleme jel6lés: €, pl.: x € Y, x eleme az Y halmaznak.
« Halmaznak nem eleme: &, pl.: x € Y, x nem eleme az Y halmaznak.

Egy halmaz akkor jol megadott, ha barmely elemrdl eldonthets, hogy hozz4 tartozik-e
a halmazhoz, vagy nem.

Definicié 1.1: Ureshalmaz

Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, tireshalmaznak nevezziik, jele: @.

A nemiires halmaz: olyan halmaz, melynek legalabb egy eleme van.

A halmazok megaddasi moédjai:
« utasitassal: A := {A 180 cm-nél magasabb emberek},
« felsorolassal: B :={1,2,3,4,5}.

Nevezetes halmazok:

o N - természetes szamok halmaza, o Q* - irracionalis szamok halmaza,
« Z - egész szamok halmaza, + R -val6s szdmok halmaza,
« Q - raciondlis szamok halmaza, « C - komplex szdmok halmaza.

Definicié 1.2: Részhalmaz

Legyenek A és B halmazok. Ha A minden eleme eleme B-nek is, akkor azt mondjuk,
hogy az A a B részhalmaza, jele: C vagy C (valodi részhalmaza).




1.1 Alapfogalmak, alapmiiveletek

A =B,haA C Bés B C Ais teljesiil (kdlcsonds tartalmazas).

Legyenek A, B, C tetsz6leges halmazok, ekkor teljesiilnek az aldbbiak:
1. A C A, azaz minden halmaz része 6nmaganak (reflexiv),
2. A C BésB C A, akkor A = B (antiszimmetrikus),
3. AC BésB C C,akkor A C C (tranzitiv).

Definicié 1.3: Unid, metszet, kiilonbség

Legyenek A és B az X alaphalmaz részhalmazai, ekkor:

AUB:={xeX|x€AVxeB} - unio, egyesités,
AnB:={xeX|x€A/\xeB} - metszet,
A\B::{xeX|x€A/\x¢B} - kiilonbség,

f_f Halmazmiiveletek és logikai miiveletek kozotti kapcsolat A

L 4

Unio - A A+B - VAGY

Metszet - A A-B - ES

A
B ~
B:j :
A
B ~
o -

Szimmetrikus
differencia

Kiilonbség - A@B
@B ~ ’;:jD—cAEBB - XOR

Definici6é 1.4: Diszjunkt halmaz

Két halmaz diszjunkt, ha metszetiik az lireshalmaz.

Definicié 1.5: Komplementer halmaz

Ha A C B, akkor az A halmaznak a B-re vonatkozé komplementere: B \ 4, jele: A.




1 Halmazelmélet

Halmaz komplenterének komplementere 6nmaga, vagyis

|1

= A.

Tétel 1.1: Halmazmiiveletek tulajdonsagai

Legyenek A,B,C € X

AUB=BUA kommunutativ ANB=BnNnA
AUBUC)=(AUB)UC asszociativ ANnBNC)=ANB)NC
AUA=A idempotens ANA=A
(AuB)INC=ANC)U(BNC) disztributiv. (ANnB)UC=AUC)NBUC)
AUug=A AN =0
AUA=X ANA=0
AUB=ANB De Morgan ANB=AUB

Bizonyitas (De Morgan-azonossagok):

x€AUB xecANB
l l

X¢&€AUB x&ANB

XEAANXEB XEAVxX¢&B

XEAAXEB
XEANB

XEAVXERB
XEAUB

Definici6é 1.6: Hatvanyhalmaz

Egy A halmaz 6sszes részhalmazainak halmazét az A halmaz hatvdnyhalmazéanak ne-
vezziik.

Egy A véges halmaz sszes részhalmazainak szama: 2/41,

Bizonyitas:
A binomidlis tétel: "
n
n _ n—k pk
!] (a+Db) _;§)<k)a bk.
Vegylik észre, hogy a binomidlis tételben a = b =1, és n = |A| esetén:

o §0r-20)-C1o - )

az Osszes részhalmaz szama




1.2 Reldciok, leképezések, fiiggvények

1.2. Relacioék, leképezések, fiiggvények

Definicié 1.7: Descartes-szorzat

Az A és B halmazok Descartes-szorzatan az A és B halmaz elemeibdl allo 6sszes ren-
dezett elemparok halmazat értjiik:

AXB :={(a;b)((aeA)/\(beB)}.

Legyen A = {1;2} és B = {a; b}, ekkor az A X B Descartes-szorzat:

AXB= { (1;a); (1;b); (25 a); (2; b) }

Definicié 1.8: Binér relacid

Az A X B szorzathalmaz T C A X B részhalmazat az A és B kozotti binér (kételemii)
relacionak hivjuk. Ha (a; b) € T, akkor azt mondjuk, hogy a és b relaciéban vannak,
és ezt aTb-vel jeloljiik.

Definicié 1.9: Relacié értelmezési tartomanya, értékkészlete és inverze

Legyen T C A X B egy relacio, ekkor

Dr :={ aeA | dbeB:(a;b)eT } - arelécio értelmességi tartomanya,
Rt :={ beB | da€eA:.(a;b)eT } — arelacid értékkészlete,
T-! ::{ (b;a) | (a;b) €T } - arelacio inverze.

Definicié 1.10: Ekvivalenciarelacio

Legyen A # @,a T C A X A relaciot ekvivalenciareldcionak mondjuk, ha teljesiilnek
az alabbiak:

 reflexivitas - VA € A esetén (a;a) € T,
« szimmetria - ha (a;b) € T, akkor (b;a) € T,
« tranzitivitas - ha (a;b) € T és (b;c) € T, akkor (a;c) € T.

Tétel 1.2: Ekvivalencia osztalyok

Minden A X A halmazon adott ekvivalenciareldci6 diszjunkt halmazokra bontja fel az
A halmazt, ezeket a diszjunkt halmazokat ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik.




1 Halmazelmélet

Két természetes szdm reldciéban van egymadssal, ha hdrommal osztva azonos maradé-
kot adnak.

Definicié 1.11: Fiiggvény

A T C A X Bbinér relaciot leképezésnek/fiiggvénynek mondjuk, ha
(;b) eTA(a;c)eT=>b=c.

Jelolés: [ : A — B, ahol A az értelmezési tartomény (D) és B az értékkészlet (R 7).

Definicié 1.12: Bijekcio

Az f : A — BKkolcsondsen egyértelmi (egy-egyértelmd, bijektiv), ha
« injektiv, vagyis f(a;) = f(a,) = a; = a,, valamint
« sziirjektiv, vagyis Vb € Besetén 3a € A : f(a) = b.

Haaz f : A — Bbijektiv, akkor az f~! : B — A leképezést f inverz leképezésének
hivjuk.

Az f : R - (0;+00), x — e* fliggvény bijektiv, inverze a természetes alapti logaritmus:
f1:(0;400) > R,x ~ Inx.




1.3 A szamfogalom kiépitése

1.3. A szamfogalom kiépitése

Peano-axiomak:

Legyen N # @, N-t a természetes szamok halmazanak, elemeit természetes szdmoknak
mondjuk, ha teljesiilnek az alabbiak:

1. legyen advaegy ¢ : N — N leképezés,
2. pinjektiv: p(a) = p(b)=> a = b,
3. 3 N-nek egy kitiintetett eleme, ez a 0,
4. a 0-nak nincs 6sképe, azaz An € N : ¢o(n) = 0,
5. a teljes indukci6 elve teljesiil, azaz ha H C N és
a) 0 e H,
b) n € H= ¢(n) € H,
akkor H = N.

A természetes szdmok halmazat ekvivalenciareldciokkal elldtva megkapjuk a kozépis-
koldban megismert szimhalmazokat:

« Z:azegész szamok halmaza (N x N),
« @Q: araciondlis szamok halmaza (Z x Z),
o Q™ : azirracionalis szdimok halmaza,

« R :avalds szamok halmaza (Q U Q*).

Y
|
'
|
[

transzcendens!
)

IR T T T

irracionalis

A
N

A transzcendens szamok olyan irraciondlis, valés szamok, amelyek nem algebraiak,
azaz nem valamely raciondlis egylitthat6s polinom gyokei. Ilyen szam pélaul a 7.




1 Halmazelmélet

A valés szamok axiomarendszere:
Ertelmezziik két binaris miveletet, az 6sszeadast (+) és a szorzast (-), valamint egy
relaciot (>).
l.a+b=b+a ~ + kommutativ,
2. (@a+b)+c=a+(b+c) ~ 4+ asszociativ,
3.0eR:a+0=a ~ + egységelem,
4. VaeR:3—a€eR:a+(-a)=0 ~ + inverz elem,
5. a-b=b-a ~ - kommutativ,
6. (a-b)-c=a-(b-c) ~ - asszociativ,
7. 31 €e€R:a-1=a ~ - egységelem,
8. VaeR\{0}:JateR:a-al=1 ~ -inverz elem,
9. a-(b+c)=a-b+a-c ~ disztributivitas,
10. Va,beR :a<bva=bvb<a ~ trichotémia,
11. Va,b,ceR :a<bAb<c=>a<c ~ < tranzitivitas,
12. Va,b,ceR :a<b=>a+c<b+c ~ <+ monotonitas,
13. Va,b,ceR :a<bAO<c=>a-c<b-c ~ - monotonitas,
14. VaeR :dneN :a<n ~ Arkhimédész-féle rendezés,
o
15. a, < apy1 Aby = byyq () laws byl # @ ~ Cantor-axioma,
n=1
s 2 —4: csoport,
« 1 — 4: Abel-csoport,
e 1 —9: test,

1 — 13: rendezett test,
1 — 14: arkhimédészien rendezett test,

« 1 —15: teljes rendezett test.

E] A Q és Q* strf.




1.4 Halmazok szdmossaga

1.4. Halmazok szamossaga

Definicié 1.13: Azonos szamossagi halmazok

Ha két halmaz, A és B kozott kdlcsonosen egyértelmd megfeleltetés hozhato létre, ak-
kor azt mondjuk, hogy a két halmaz szdmossaga azonos. Jelolése: card A = card B.

A szamossag ekvivalenciarel4cio.

Definici6é 1.14: Véges halmaz

Az A halmaz véges, ha 3n € N, hogy card A = card {1;2; ...;n}, vagy ha A = @.

Ha nincs olyan n természetes szam, amelyre az A # @ halmaz ekvivalens volna az
{1;2; ... ; n} halmazzal, akkor az A halmazt végtelen szamossagunak mondjuk. Létezik
megszamlilhatéan és megszamlalhatatlanul végtelen halmaz.

card A
— ~.
véges végtelen
e N
megszamlalha- megszamléalhatat-
téan végtelen lanul végtelen
pl. N,Q pl. R,Q*

Tétel 1.3: Racionalis szamok halmazanak szamossaga

A raciondlis szdmok halmaza megszamlalhatoan végtelen.

Bizonyitas (Cantor 4tlés mddszere):

Minden pozitiv raciondlis szdm felirhat6
tort alakban, ahol a nevez6 és a szamlalo is
egész szam, rdadasul ezek relativ primek.

Ezeket a torteket rendezziik egy olyan tab-
lazatba, ahol az n sorban az m oszlopban
az m/n tort all. Ezeket a torteket az dbran
jelol modszerrel sorba allitjuk, sorrendjiik
szerint pedig egyértelmiien megfeleltethe-
ték a természetes szimoknak.

Konnyen belathato, hogy ez a moédszer az
Osszes raciondlis szdmra is kiterjeszthetd,
tehat a racionalis szamok halmaza valéban
megszamlalhatéan végtelen.




1 Halmazelmélet

Fontosabb jelolések:
 Nyilt halmaz jelolése: (x;y) =]x; y|.
« Zart halmaz jelolése: [x; y].

« Az a pont ¢ sugart kérnyezete: K(a;¢) := (a—¢€a+¢)
(ezzel ekvivalens: |x — a| < €).

Definicid 1.15: Also és felso korlat

A feliilrél korlatos H halmaz legkisebb fels6 korlatja: supremum, jele: sup H.
Az alulrol korlatos H halmaz legnagyobb alsé korlatja: infimum, jele: inf H.

Tétel 1.4: Korlatos halmaz szuprémuma

Feliilrél korlatos nemiires halmaznak mindig van szuprémuma.

Tétel 1.5: Korlatos halmaz infimuma

Alulrél korlatos nemiires halmaznak mindig van infimuma.

1.5. Felkésziilést segito kérdések

1. Mikor mondjuk, hogy egy halmaz j6l definialt?
2. Valassza ki az alabbi halmazok koziil azokat, amelyek jol definialtak!
a) A magas férfihallgatok,
b) azon val6s szamok, amelyek négyzete nem kisebb haromnal,
c) aviharos erejd szelek,
d) apoliéderek.

3. Definidlja a kovetkez6 fogalmakat: iireshalmaz, halmaz komplementere, rész-
halmaz, halmazok metszete, unidja

Definialja két halmaz Descartes-szorzatat!

Hany részhalmaza van egy n elemd halmaznak?

Zart-e az irraciondlis szamok halmaza az 0sszeadasra nézve?
Alulrél korlatos-e a természetes szamok halmaza? Es feliilré1?
Adjon példat véges halmazokra!

©° g XN ey g

Adjon példat megszamlalhatdan végtelen szamossagu halmazokral!

10



szam

///—\

Amikor a matematikusok évszazadokkal ezelott csak a valds szamokkal dolgoztak, talalkoztak
olyan problémakkal, amelyeket nehezen vagy egyaltalan nem tudtak megoldani. A sikert az
hozta el, mikor bovitették a valés szamok halmazat.

A komplex szamok bevezetése tehat egyfajta természetes kiterjesztése volt a valds szamok-
nak A komplex szamok segitségével megoldhatunk olyan egyenleteket, amelyeknek nincsenek
valés megoldasai, példaul az x*> + 1 = 0 egyenlet ilyen és minden tovabbi, aminek negativ a
diszkriminansa.

/ Ebben a fejezetben megismerkediink a komplex szdmok fogalmaval, dbrazolasaval, miveleteivel
és alkalmazasaival a matematika és a természettudoméanyok kiilonbozé teriiletein. A komp-
/ lex szamok tanulmdanyozdsa gazdagitja a matematikai ismereteinket, mélyiti a matematikai
/ gondolkodasunkat és (] lehetoségeket nyit szamunkra a problémamegoldasban.
/ A fejezetben érintett témakorok

2.1 Fogalmak, definiciok . . . . . .. . ... ... 12
2.2  Felkésziilést segitd kérdések . . . . . ... 15




2 Komplex szamok

2.1. Fogalmak, definiciok

Tekintslik a kovetkezd egyenletrendszert:

x+y=-10
x-y=40

Az egyenletrendszert megoldva az alabbi megolddsokat kapjuk:

X =-5+1-15 x=-5—4/-15
y=-5—vy-15 y=-5+4-15

Mit jelent, ha a négyzetgyokjel alatt negativ szdmot kapunk?
Bévitsiik a valos szimok halmazat! Legyen i* = —1.

A komplex szdmokat az ugynevezett Gauss-szadmsikon dbrazoljuk.

z=a++ bi

A komplex szdmok halmazanak jele: C.
Algebrai alak: z = a + bi, ahol a,b € R.
A komplex szam valos része: Re z = {a}.

A komplex szam képzetes része pedig Im{z} = b.

A komplex szamok halmaza és a valos szamok halmazanak onmagéval vett Descartes-
szorzata kozott kolcsondsen egyértelm megfeleltetés van, vagyis: C = R X R.

Definicié 2.1: Két komplex szam egyenlosége

Legyenek z; = a; + byi és z, = a, + b,i komplex szdmok. Ekkor:

Zl = Z2 < al = az éS bl = b2.

Definicié 2.2: Komplex szamok osszege

Legyenek z; = a; + byi és z, = a, + b,i komplex szdmok. Ekkor:

Z7 + Zy = (a1 + az) + (bl + bz)l

12



2.1 Fogalmak, definicidk

Definicié 2.3: Konjugalt

Legyen z = a + bi egy komplex szdm. Ekkor z konjugéltja:

Z=a — bi.

Komplex szam és konjugdltjanak 0sszege valos szdm: z + z = 2a € R.

Komplex szdm és konjugéltjanak szorzata valds szim: z - Z = a® + b? € R.

Definicio 2.4: Két komplex szam szorzata

Zy - 2 = (ay + byi) - (ay + byi)
= a.a, + albzi + azbli + blbziz
= (aya; — byb,) + (a1b, + ayby)i

Attérés a polarkoordinata-rendszerre:

Altaldban a Descartes-féle koordinatarendszerben dolgozunk, ahol a sik pontjai és a
szamparok kozott kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van. Id6nként azonban célra-
vezetd mas koordinatarendszerek alkalmazasa is.

/2

37/4 /4

z =r(cosp +ising)

57/4

37/2

Ebben az esetben a komplex szam szogfiiggvények segitségével fejezhetd ki:

z =r(cosp +ising).

Az algebrai és trigonometrikus alak kozotti kapcsolat:

<{a:rcosqo {rzw/a2+b2

b=rsing @ = arctan(b/a)

13



2

Komplex szamok

Ezek alapjan z; = ri(cos¢; + ising;) és z, = n(cos¢, + isinp,) komplex szamok
szorzata trigonometrikus azonossagok segitségével:

Zy - 2y = K(cos g, +ising;) - »(cosp, + isinp,)
= i1 (Cos ¢, cos ¢, — sin ¢, sin ¢,) + 1715 (cos ¢, sin @, + sin ¢, cos @, )i
= nr (cos(p; + ¢;) + isin(p; + ¢2)).

A felhasznalt azonossagok:

sin(a + f8) = cosarsin 8 + sin ax cos g,
cos(a + f8) = cosacos § — sinasin f5.

Komplex szamok hatvanyozasa:
z" = (r(cos @ + i sin p))" = r'*(cos(ny) + i sin(ng))

Bizonyitas (Teljes indukcié mddszerével):

Vizsgaljuk meg az elsé par esetet:

z! = rl(cos ¢ + i sin @),
z2 = r?(cos ¢ + i sin @)?
= r2(cos? ¢ — sin® @ + 2i cos @ sin @)
= r?(cos(2¢p) + i sin(2¢)),
z3=2z>.z
= r?(cos(2¢) + i sin(2¢)) - r(cos ¢ + i sin ¢)
= r3(cos(2¢) cos ¢ — sin(2¢) sin ¢ + i(cos(2¢) sin ¢ + sin(2¢) cos @)
= r3(cos(3¢p) + i sin(3p)).

Tegyiik fel, hogy z¥ = r¥(cos ke + i sin ko), majd vizsgaljuk meg az (n + 1)-edik esetet:

k+1 k

Zk+1 = zk . z = rK(cos(kg) + i sin(kg)) - r(cos @ + i sin @)
= rk+1(cos(kg) cos ¢ — sin(ke) sin ¢ + i cos(ke) sin ¢ + sin(kg) cos @)

= rk+(cos((k + Do) + i sin((k + 1)p)).

Ezzel bebizonyitottuk, hogy z" = r"(cos ne + i sin ng).

Komplex szamok osztasa:

zy _ n(cosg, +ising;) _n 3 . 3
= oo sy = i €O = )+ isin(p1 — ¢)

14



2.1 Fogalmak, definicidk

Komplex szamok gyokvonasa:

”g/_= W(cos(@)+isin(%)) ke{0;1;...;n—1}

Tetsz6leges komplex szam n-edik gyokei egy olyan szabalyos n-szog csucsai, amelynek
kozéppontja az origo.

3
N
'°~~~
'l §~~~
K o
4 ]
4 ]
-9 R
\‘ I
. 1 ]
‘ ]
SO BRRL
-

A komplex szdmokat nem tudjuk rendezni, azonban (C, +, -) test.

Tétel 2.1: Az algebra alaptétele

Egy n-ed foku komplex egyiitthatds polinomnak multiplicitissal szdmolva pontosan n
darab gyoke van.

I Minden valos egyiitthatés polinom felirhat6 elsé és masodfoku tényezdk szorzataként.

2.2. Felkésziilést segito kérdések

1.

© N o »u A

Mit értiink egy komplex szam algebrai, trigonometrikus és exponencialis alak-
jan?

. Adja meg a komplex szdmok kiilonb6z6 alakjai kozotti attéréseket!

3. Definidlja a komplex szdmok halmazan az 6sszeadas és a szorzas mtiveletét! Mi-

lyen strukturét alkotnak a komplex szdmok az 0sszeaddsra és a szorzasra nézve?

s s

. Ismertesse a komplex szdmok hatvanyozasara vonatkozo képletet!
. Ismertesse a komplex szdmok gyokvonasara vonatkozo6 formulat!
. Hogyan helyezkednek egy komplex szdm n. Gyokei a komplex szdmsikon?

. Mit jelent az n-edik egységgyok?
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3 Sorozatok

A szamsorozatok olyan matematikai objektumok, amelyek a pozitiv egész szamokhoz rendel-
nek valds vagy komplex szamokat. Gondolhatunk rajuk fliggvényként is, ahol az értelmezési
tartomany a pozitiv egész szamok halmaza, az értékkészlet pedig a valds vagy a komplex
szamok egy részhalmaza.

Ebben a fejezetben a szamsorozatok definiciéjat, kilonb6zé megadasi médjainak ismertetését
kovetOen attekintjik a sorozatok - mar kozépiskolaban megtanult - tulajdonsagait, tipusait,
majd definidljuk a hatarérték, a konvergens és a divergens sorozat fogalmat.

Részletesen foglalkozunk a sorozatokkal kapcsolatos fontos tételekkel, fogalmakkal. Az itt
megszerzett ismeretek kulcsfontossagliak lesznek a késobbi tanulmanyok soran és segitenek
abban, hogy mélyebb megértést szerezziink a matematika alapveté elveirdl és alkalmazasairdl.

A fejezetben érintett témakorok

3.1 Fogalmak, definicidok . . . . . .. ... ... 18
3.2 Nevezetes sorozatok . . . . . . . . e e e 21
3.3 Felkésziilést segitd kérdések . . . . . . . ... 24




3 Sorozatok

3.1. Fogalmak, definiciék

Definicié 3.1: Sorozat

A pozitivegész szamok halmazan értelmezetta,, : N — R fliggvényt valds sorozatnak
hivjuk, az a,, : N — C fiiggvényt komplex sorozatnak nevezziik.

Definicié 3.2: Konvergencia

Az (a,) sorozatot konvergensnek mondjuk, ha 3a € R valés szdm, hogy Ve > 0 esetén
AN(e) kiiszobszam, hogy |a,, — a| < €, ha n > N(¢). Jelolése:

lim a, = a, ahol a a sorozat hatarértéke.

n—oo

Definicié 3.3: Divergencia

Az (a,) sorozatot divergensnek mondjuk, ha nem konvergens.

Egy konvergens sorozatnak pontosan egy hatarértéke van.

Sziikséges és elégséges feltételek egy sorozat konvergencidjara.

Kovetkezmény: ha egy sorozatban véges sok elemet megvaltoztatunk, vagy egy soro-
zathoz véges sok elemet hozzavesziink, vagy beldle véges sok elemet elvesziink, akkor
az sem a sorozat hatarértékét, sem a konvergencidjat nem valtoztatja meg.

Definicié 3.4: Sorozat korlatossaga

« Az (a,)-t alulrdl korlatosnak nevezziik, ha értékkészlete alulrél korlatos.
« Az (a,)-t feliilr6l korlatosnak nevezziik, ha értékkészlete feliilr6l korlatos.

« Az (a,) sorozat korlatos, ha alulrdl és feliilrél is korlatos.

Konvergens sorozat korlatos. (Az allitds megforditdsa nem igaz.)

Definicié 3.5: Miveletek sorozatokkal

Legyenek (a,) és (b,) sorozatok, 4 € R, ekkor:
* (an) + (by) 1= (ay + by),
« 1-(ap) 1= (1-ay),
* (an) - (by) :=(ay - by),
* (an)/(by) = (an/by), ha b, # 0.
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3.1 Fogalmak, definiciok

Legyenek (a,) és (b,) konvergens sorozatok a,, — a, b, — b, han — o éslegyen
A € R, ekkor ezen sorozatok Osszege, szamszorosa, szorzata és hdnyadosa is konver-
gens, €s:

e a,+b,—>a+b,

e l-a, > 1-a,

ea, b,—a-b,

» (a,/b,) — (a/b),hab # 0

Konvergens sorozat jeltarto, ha

lim a, =a #0,

n—oo

akkor AN, index, hogy sgn a,, = sgna, han > Nj.
Kovetkezmény:

lim a, =aés lim b,=bésa,>b, = a>b,

n—-oo n—>oo

azaz a hataratmenet rendezéstarto.

Tétel 3.1: Rendor tétel

Tegyiik fel, hogy (a,), (b,) és (x,) sorozatokra teljesiil, hogy a,, < x,, < b, : Vn-re
vagy n > N, tovabba

lim a,, = lim b, = a, ekkor: lim x, = a.

n—-oo n—oo n—>oo

Ha (a,) és (b,,) sorozatok nullsorozatok, akkor a rendér tételbdl kovetkezik, hogy szor-
zatuk is nullsorozat.

Ha (a,,) sorozat konvergens és hatarértéke a, akkor

lim |a,| = |al.
n—>oo

Visszafelé ez nem igaz (csak nullsorozatokra).

Definicio 3.6: Kibovitett valos szamok halmaza

Az Ry := R U {—o00; oo} halmazt kibdvitett valos szamok halmazanak nevezziik.

Definicié 3.7: Sorozat hatarértéke +co

Azt mondjuk, hogy az (a,) hatarértéke oo, ha VK € R esetén 3Nk : a,, > K, han > Ng.

Azt mondjuk, hogy az (a,) hatarértéke —oo, ha VK € R esetén 3Nk : a, < K, ha
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3 Sorozatok

Definicié 3.8: Sorozat monotonitasa

Az (a,) sorozat monotonitasa:
« monoton novekvé, ha a,, > a,_;,
« monoton csokkend, ha a, < a,_;,
« szigoruan monoton novekvé, ha a,, > a,_1,

« szigorian monoton csokkend, haa, < a,,_;.
n n—1

Ha az (a,) monoton novekvd, akkor alulrdl korlatos, illetve ha monoton csdkkend,
akkor feliilrél korlatos.

1. Monoton, korlatos sorozat konvergens.
2. Monoton, nem korlatos sorozatnak van hatarértéke.

3. Ha egy sorozat divergens, akkor vagy nem létezik a hatarértéke, vagy a hatarér-
téke oo vagy —oo.

Definicié 3.9: Részsorozat

I(k,) a természetes szamok egy szigorian novekvé sorozata és (a,) egy valos szamso-
rozat, ekkor a b, = ay, sorozatot az a,, sorozat k,, indexsorozathoz tartozo részsoroza-
tanak nevezziik.

Tétel 3.2: Sorozat hatarértékének létezése

Ha az a,, sorozatnak van hatéarértéke, akkor barmely részsorozatdnak is van hatarérté-
ke, és ez a két hatarérték megegyezik.

Tétel 3.3: Monoton részsorozat létezése

Barmely sorozatnak van monoton részsorozata.

Tétel 3.4: Bolzano—\Weierstrass-tétel

Minden korlétos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Definicié 3.10: Limesz szuperior és inferior

Az (a,) sorozat limesz szuperiorjanak nevezziik az alabbi mennyiséget:

limsupa, =lim a, := lim sup{ a,;1; ap42; - }-
n—oo

Az (a,) sorozat limesz inferiorjanak nevezziik az alabbi mennyiséget:

liminfa, =lim a, := lim inf{ a,,1;a,42; ... }.

n—-oo
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3.2 Nevegzetes sorozatok

Definicié 3.11: Cauchy-sorozat

Az (a,) sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha Ve > 0 esetén IN(¢), hogy |a,, —
a,,| <& han,m> N(e).

Tétel 3.5: Cauchy-féle konvergencia kritérium

Az (a,) konvergens < ha Cauchy-sorozat.

3.2. Nevezetes sorozatok

Tétel 3.6: Bernoulli-egyenlotlenség

Ha x > —1, akkor: (1 4+ x)" > 1+ n- x, Vn € N, az egyenl6ség akkor és csakis akkor
teljesiil, han =0,n =1, vagy x = 0.

0, ha |a| < 1,
n 1, haa=1,
a® -
00, haa>1,

divergens, haa < —1.
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3 Sorozatok

a"-nf - 0,ha |al <1 és ke N

22



3.2 Nevegzetes sorozatok
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3 Sorozatok

3.3. Felkésziilést segito kérdések

1. Definidlja a torl6dasi pont fogalmat!

L

Definialja a konvergens sorozat fogalmat! Mikor mondunk egy sorozatot diver-
gensnek?

Ismertesse a nevezetes sorozatok hatarértékeit!

Mikor mondunk egy sorozatot monoton novekvének, - csokkenének?
Mikor neveziink egy sorozatot korlatosnak?

Mit mondhatunk a konvergens sorozatok és a muveletek kapcsolatarol?
Adja meg a részsorozat fogalmat!

Ismertesse a monoton korlatos sorozatok konvergencidjara vonatkozo tételt!

2 g N o Pogs B

Igaz-e, hogy barmely konvergens sorozat korlatos? Ha igen, miért? Mit mond-
hatunk a megforditasrdl?

10. Ismertesse a renddrtételt!
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4 Sorok

A numerikus sorok olyan matematikai objektumok, amelyek végtelen sok valés szamot adnak
Ossze. Egy adott szamsorozat tagjainak részletosszegeit sorba rendezve kaphatjuk meg oOket.
Vizsgalatuk célja, hogy megallapitsuk, hogy a sorok osszegezhetdk-e, azaz hogy a részletossze-
gek sorozata konvergens-e.

Ebben a fejezetben a numerikus sorok definidldsat kovetéen megismerjik alapveto tulajdonsa-
gaikat sziikséges, sziikséges és elégséges feltételeket fogalmazunk meg a konvergenciara, amely
a sorok viselkedésének alapveté jellemzéje. Foglalkozni fogunk olyan nevezetes numerikus so-
rokkal, melyek kiilonleges tulajdonsagaik vagy gyakori el6fordulasuk miatt kiemelt figyelmet
érdemelnek.

A fejezetben érintett témakorok

4.1 Fogalmak, definiciok . . . . . . .. ... 26
4.2 Felkésziilést segitd kérdések . . . . . ..o oL 29




4 Sorok

4.1. Fogalmak, definiciok

Definicié 4.1: Numerikus sor

!(a,,) : N = R numerikus sorozat, amelyb6l képezziik az alabbi sorozatot:

S1 =44

S2=a1+a2

n
Sn=a1+a2+---+an=2ai
i=1

Az igy képzett (s,)-t az (a,) sorozatbol képzett numerikus sornak mondjuk. Jele:

$n = 2

ahol a,, a sor n-edik/altalanos tagja, s,, pedig a sor n-edik részletosszege.

Azt mondjuk, hogy a )’ a,, sor konvergens, ha az s, sorozat konvergens, tovabba )’ a,
sor divergens, ha s,, sorozat divergens.

Az s, sorozat hatarértékét a ). a,, sor osszegének hivjuk:

n

(60
lim s, = lim Zai = Zai.
i=1

n—0oo n—oo 4
i=1

Tétel 4.1: A numerikus sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

Ha a ) a,, numerikus sor konvergens, akkor az (a,,) nullsorozat, azaz lim,,_, , a,, = 0,
s6t a, + ay4q + ... + Apyp = 0, han — oo (ekkor p € N rogzitett).

. - .. 1
A , aq" végtelen geometriai sor konvergens < ha |q| < 1, ekkor a sordsszeg a - -

Tétel 4.2: A numerikus sor konvergenciajanak elégséges feltétele

Y. a, numerikus sor akkor és csak akkor konvergens ha Ve > 0 esetén
AN(e) : |apy1 + Qg+ -+ ay] <é,

han,m > N(¢) ésm > n.

Véges sok tag elhagydsa/megvaltoztatdsa a sorozatban a konvergenciat nem valtoztatja
meg, de a sordsszeget igen.
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4.1 Fogalmak, definiciok

Legyen ), a, és ), b, konvergens numerikus sor, ekkor »’(a,, + b, ) is konvergens és

Z(an+bn)=2an+zbn
n=1 n=1 n=1

Legyen ), a,, konvergens numerikus sor és A valos szam, ekkor

Z Aa, =1 Z a,.
n=1 n=1

Tétel 4.3: Csoportositott sor konvergenciaja

Ha )) a,, konvergens, gy barmely csoportositott sora is konvergens és a két sor Gsszege
megegyezik.

A tétel visszafelé is igaz.

Definicié 4.2: Sor abszolit konvergencia

A ) a,-t abszolut konvergensnek hivjuk, ha )’ |a,| konvergens.

Ha egy nemnegativ tagu sor konvergens, akkor abszolut konvergens. Ha a )] a,, sor
konvergens, de nem abszolut konvergens, akkor feltételes konvergenciarél beszéliink.

Tétel 4.4: Feltételes konvergencia

Abszolut konvergens sor feltételesen is konvergens.

Az 4llitas visszafelé nem igaz.

Tétel 4.5: Riemann-tétel

Legyen ) a,, feltételesen konvergens, de nem abszolat konvergens numerikus sor és
legyen a egy tetszGleges bévitett valos szam, ekkor Y a,-nek van olyan atrendezése,
hogy az atrendezett sor 6sszege éppen «.

Tétel 4.6: Abszolut konvergens sor atrendezése

Abszolut konvergens sor barmely dtrendezett sora is abszoluit konvergens és a sorosszeg
azonos.
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4 Sorok

Tétel 4.7: Majorans (feliilrél becsiil) és minorans (alulrdl becsiil) kritérium

Legyenek Y’ a, és ) b, nemnegativ taga sorok, melyekre az a,, < b,, : Vn € N-re vagy
ny < nesetén:

1. ha )] a, divergens, akkor )’ b,, is az (minorans kritérium),
2. ha )} b, konvergens, akkor )’ a,, is az (majorans kritérium).

Tétel 4.8: A hanyados vagy D’Alambert-teszt

> a, egy pozitiv tagi numerikus sor, ha 30 < q < 1 val6s szam, hogy L q, ha
an

n > ng vagy Vn esetén, akkor a ), a,, konvergens.

Tétel 4.9: Gyok/Cauchy-teszt

Legyen ) a,, egy nemnegativ tagu sor, ha 30 < q < 1, hogy %/a,, < g, han > ny vagy
Vn-re, akkor )’ a,, konvergens.

Vegyiik észre, hogy a majorans illetve minorans kritérium és az el6z6 két teszt az abszo-
lut konvergencia eldontésére szolgdl, a feltételes konvergenciar6l nem ad informéciét.

Tétel 4.10: Integral kritérium

Ha x > 1 esetén az f fiiggvény folytonos, nemnegativ és csokkend, akkor a )’ |f,|

numerikus sor konvergens vagy divergens aszerint, hogy

f f(x)dx konvergens vagy divergens.
1

Definicio 4.3: Alternalé sor

A (=)™ . b, b, > 0 numerikus sort alternal6 sornak nevezziik.

Tétel 4.11: Leibniz sor

A Y (=1 . b, alterndl6 numerikus sor konvergens akkor és csakis akkor, ha (b,,)
monoton csokkend nullsorozat, ekkor az |s — s,| < b,41.

Definicié 4.4: TODO

Legyenek (a,) és (b,)) a nemnegativ egészek halmazan értelmezett numerikus soroza-
tok és 2
Cyp = Z akbn_k,
k=0

ekkora ) c,-ta )’ a, és Y. b, numerikus sorok Cauchy-féle szorzatsordnak hivjuk.




4.1 Fogalmak, definiciok

Tétel 4.12: Cauchy-féle szorzatsorok konvergenciaja |

Abszolut konvergens sorok Cauchy-féle szorzatsora is abszolut konvergens €s a szor-
zatsor 0sszege a tényezdsorok 0sszegének szorzata.

Tétel 4.13: Cauchy-féle szorzatsorok konvergenciaja Il

Tegyiik fel, hogy a )] a,, abszolut konvergens és sordsszege A és a Y. b, feltételesen
konvergens és a sordsszege B, ekkor a Cauchy-féle szorzatsorok sordsszege A - B.

Tétel 4.14: TODO

Legyen (a,,) monoton csokken6 nemnegativ taga sorozat, a bel6le képzett numerikus
sor akkor és csak akkor konvergens, ha

sza2k=a1+2'a2+22‘a4+...
k=0

is konvergens.

1
I_Ji] Z — konvergens, ha a > 1 és divergens, ha o < 1.
na

1
—k ,haP > 1ésdi ,haP <1
I_Ji] Z )P onvergens, ha ¢és divergens, ha

4.2. Felkésziilést segito kérdések

1. Definidlja a numerikus sor fogalmat!

5

Mit jelent az, hogy egy numerikus sor konvergens, illetve, hogy abszolut konver-
gens?

Mi a numerikus sor konvergencidjanak sziikséges feltétele?
Mondja ki a hdnyadostesztet!

Mondja ki a gyoktesztet!

Ismertesse a majorans és a minorans kritériumot!

Mit neveziink alterndl6 sornak?

Ismertesse az alternald sorokra vonatkozd Leibniz-tételt!

ke ml B e g

Mi a végtelen geometriai sor? Mikor konvergens? Mennyi a sorosszeg?

10. Mondja ki a feltételesen konvergens numerikus sorokra vonatkozé Riemann-
tételt!
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K . .
<J Fuggvenyek

A matematikdban a fliggvények alapvetd fogalmak, amelyek a valtozdk kozotti kapcsolato-
kat irjak le. Egy fliggvény egy szabaly, amely egy adott halmaz egy eleméhez pontosan egy
elemet rendel egy masik halmazbdl. Az eldbbi halmazt értelmezési tartomanynak, az utéb-
bit értékkészletnek hivjuk. A fliggvényeket gyakran abrazoljuk grafikusan, az x-tengelyen a
fuggetlen valtozo, az y-tengelyen pedig a fliggd valtozd értékei feltiintetve. A fliggvényekkel
kapcsolatos alapveto fogalmak megértése elengedhetetlen a matematika tovabbi teriileteinek
tanulmanyozasahoz.

Kozépiskolai tanulmanyaink soran megismertiik a legfontosabb fliggvényosztalyokat: a line-
aris, a kvadratikus és egyéb hatvanyfiiggvényeket, a trigonometrikus, az exponencialis és a
logaritmikus fliggvényeket, foglalkoztunk fliggvénytranszformacidkkal. Ebben a fejezetben at-
tekintjuk a fuggvények legfontosabb jellemzéit, amelyek a matematikai analizis alapkovei, ta-
nulmanyozasuk nemcsak a matematikai elméletben, hanem a gyakorlati alkalmazasokban is
kulcsfontossag, hiszen a fliggvények segitségével modellezhetjik a vilag kiilonb6zo jelensége-
it.

A fejezetben érintett témakorok

5.1 Alapfogalmak . . . . . . . . 32
5.2 Flggvények hatdrértéke . . . . . . . .. L 32
5.3 Folytonossdg . . . . . . . . 33

5.4 Felkésziilést segitd kérdések . . . . . ... oL 35




5 Fiiggvények

5.1. Alapfogalmak

Kozépiskoldban megismert fogalmak: paritas, korladtossdg, monotonitas, periodikus-
sag, konvexitas, invertalhatosag, fiiggvénytranszformaciok.

Definicié 5.1: Fiiggvénygorbe harja

Az f fiiggvény gorbéjének (xi, f(x;)) (x5, f(x;)) pontjait 6sszekotd szakaszt a fligg-
vénygorbe hurjanak nevezziik, melynek egyenlete:

() = fo) + {2 =1E)

- (x —Xx;),ahol x; < x < x,.

Fiiggvénykompoziciok monotonitasa:
« f és g azonos monotonitasu: f o g monoton nové,
« f és g ellentétes monotonitdsu: f o g monoton csokkend.

5.2. Fiiggvények hatarértéke

Definicié 5.2: Fiiggvény hatarértéke

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az a pontban A, ha Ve > 0 esetén 35(¢) >
0, hogy |f(x) — A| <& ha0 < |x —a| < (). Jele:

lim f(x) = A.

Tétel 5.1: Atviteli elv

Az f fiiggvény hatarértéke az a pontban akkor és csak akkor A, ha Vx,, — a sorozat
esetén f(x,) — A.

Tétel 5.2

Legyen az f fliggvény hatarértéke az a € Dy N D, pontban A, a g fliggvény a pontbeli
hatarértéke pedig B. Ekkor:

. )lci_r>r(11f(x)+g(x)=A+B,
* lim f(x) - g(x) =A-B,

. fx) A
. )lcl_r}(l]ﬁ—g,haB;EO
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5.3 Folytonossdg

Definicié 5.3: Baloldali hatarérték

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény baloldali hatarértéke az a pontban A, ha Ve > 0
esetén 35(g) > 0, hogy |f(x) —A| <&, ha0 < a—x < 5(¢). Jele:

lim f(x) = A.

Definicié 5.4: Jobboldali hatarérték

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény jobboldali hatarértéke az a pontban A, ha Ve > 0
esetén 35(g) > 0, hogy |f(x) —A| <&, ha0 < x —a < §(¢). Jele:

lim f(x)=A.

x—at

Az f fliggvény hatarértéke az a pontban, akkor és csak akkor A, ha

lim f(x)=A és lim f(x)=A.
x—a- x—at

Definici6é 5.5
+ Az f fiiggvény hatarértéke a +oo-ben A, ha Ve > 0 esetén 36(¢) > 0,
hogy |f(x) — A| <&, hax > 6(¢).
« Az f fliggvény hatarértéke a —oo-ben A, ha Ve > 0 esetén 35(¢) > 0,
hogy |f(x) — A| < &, hax < 6(¢).
+ Az f fiiggvény hatarértéke a a-ban +o0, ha VN esetén 35(N) > 0, hogy f(x) > N,
ha 0 < |x — a| < 6(N).
« Az f fiiggvény hatarértéke a a-ban —oo, ha VN esetén 35(N) > 0, hogy f(x) < N,
ha 0 < |x — a| < 8(N).

Legyen az f fliggvény hatarértéke az a € Dy pontban A, a g fliggvény a € D, pontbeli
hatarértéke pedig B. Az a pont egy x # a kornyezetében pedig g(x) # A. Ekkor:

lim(g o f)(x) = B.

5.3. Folytonossag

Definici6é 5.6: Folytonossag

Egy f : Dy — R fliggvény folytonos egy a € D pontban, ha Ve > 0 esetén 35(¢) > 0,
hogy |f(x) — f(a)|] < & ha |x — a| < &(¢).
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5 Fiiggvények

A folytonossag definicioja ekvivalens a kovetkezdvel: f fliggvény folytonosegya € D
pontban, ha

lim fCx) = f(a).

Ha f és g folytonosak az a € DN D, pontban, akkor f +g, f —g, f-gés g # 0 esetén
f/g is folytonosak az a pontban.

Ha f folytonos az a € D pontban és g folytonos az f(a) € D, pontban, akkor g o f is
folytonos az a pontban.

Definicié 5.7: Baloldali folytonossag

Az f fiiggvény balrdl folytonos az értelmezési tartomanyanak egy a pontjaban, ha a bal
oldali hatarértéke megegyezik az adott pontbeli fliggvényértékkel, vagyis:

lim _f(x) = (a).

Definicié 5.8: Jobboldali folytonossag

Az f fliggvény jobbrol folytonos az értelmezési tartomanyanak egy a pontjaban, ha a
jobb oldali hatarértéke megegyezik az adott pontbeli fiiggvényértékkel, vagyis:

lim f(x) = f(a).

Az f fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyanak egy pontjaban, ha ott jobbrol és
balrél is folytonos.

Definicié 5.9: Fiiggvény folytonossaga nyilt intervallumon

Az f fiiggvény folytonos az (a; b) intervallumon, ha ennek az intervallumnak minden
pontjaban folytonos.

Definici6é 5.10: Fiiggvény folytonossaga zart intervallumon

Az f fliggvény folytonos az [a; b] intervallumon, ha folytonos az (a; b) intervallumon,
valamint jobbrdl folytonos az a-ban, illetve balrdl folytonos a b-ben.

Tétel 5.4: Bolzano-tétel

Ha az f folytonos az [a; b] intervallumon, akkor itt felvesz minden f(a) és f(b) kozé
esé értéket.
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5.3 Folytonossdg

I A Bolzano-tétel megforditdsa nem igaz.

A Bolzano-tételbdl kovetkezik, hogy ha valamely [a; b] intervallumon folytonos fiigg-
vény esetén f(a) - f(b) < 0, akkor 3¢ € (a; b), hogy f(§) = 0.

Ha az f filiggvény folytonos az [a; b] intervallumon, akkor ott korlatos. (Zart interval-
lumon folytonos fiiggvény korlatos.)

Definici6 5.11
Legyen T C Dy ésH := f(T) C Ry

« Ha H-nak van legnagyobb értéke, akkor ezt az f fiiggvény T-n felvett maximuma-
nak mondjuk.

» Ha H-nak van legkisebb értéke, akkor ezt az f fliggvény T-n felvett minimumanak
mondjuk.

Tétel 5.6: Weierstrass-tétel

Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a széls6értékeit fiiggvényértékként.

Definici6é 5.12: Egyenletes folytonossag

Az f fliggvény egyenletesen folytonos a H halmazon, ha Ve > 0 esetén 35(¢), hogy
|f(x1) — f(x3)] < e hal|x; — x,| < 6(e), Vxy, X, € H esetén.

Zart intervallumon folytonos fliggvény ott egyenletesen folytonos.

Tétel 5.8

Zart intervallumon folytonos szigortan monoton fliggvény inverze ugyancsak folyto-
nos és az eredeti fliggvénnyel megegyez6 monotonitasu.

sin x

lim
x—>0 X
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5 Fiiggvények

5.4. Felkészulést segito kérdések

. Definidlja a fliggvény fogalmat! Mi az értelmezési tartomany? Mi az értékkész-

let?

. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény

« Monoton,

« Szigoruan monoton,
o Korlatos,

« Péros, paratlan,

o Periodikus?

. Adjon példat a fentebb emlitett tulajdonsaggel rendelkezd, nem rendelkezd filigg-

vényekre!
Hogyan kaphat6 meg az f(x) fiiggvénybdl
 f(x+b),hab >0,
« f(x)+b,hab >0,
- a- fx),
. fa-x),
* fxD,
 [fGol

5. Mit jelent a fliggvény zérushelye?

6. Vazolja fel a kozépiskoldban megtanult fiiggvényeket!

7. Mikor neveziink egy fliggvényt Osszetettnek? Adjon példat! Mutassa be a kiilsé-,

belsé fliggvény fogalmat!

8. Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény invertalhat6?

9. Hogyan kapjuk meg az eredeti fiiggvény képébdl annak inverzét, ha létezik?

10.

11.
12.
13.

14.

Hogyan viszonyul az inverz fliggvény monotonitasa az eredeti fliggvény mono-
tonitdsdhoz?

Mutassa be a trigonometrikus fiiggvények inverzeit!
Mutassa be az hiperbolikus fliggvényeket és azok inverzeit!

Definidlja a fliggvény hatarértékét az x = a pontban és plusz-, illetve minusz
végtelenben!

Definiélja a folytonossagot!

36



6 Differencialszamitas

A differenciadlszamitas a matematika azon teriilete, amely a valtozasok vizsgalataval foglal-
kozik. A természet, a mérnoki, a gazdasagi tudomanyok szamos jelenségének megértéséhez
elengedhetetlen eszkdz, hiszen lehetové teszi szamunkra, hogy leirjuk az ott zajl6 folyamatokat.
Alapjait Isaac Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz fektették le a 17. szazadban.

Ebben a fejezetben a differencidlszamitas alapfogalmaival, mint a derivalt és a differencial
fogunk megismerkedni. Vizsgaljuk a differencidlhatésag feltételeit, bebizonyitjuk a differen-
cidlszamitas alapveto tételeit, mint a Rolle-, a Lagrange- és a Cauchy-féle kozépértéktétel,
a derivalasi szabalyok, beleértve a lancszabalyt és az Osszetett fliggvények, az inverz fiigg-
vény derivalasat is. Elemezzik a fliggvények derivaltjainak geometriai és fizikai jelentését és
megtanuljuk, hogyan alkalmazhatjuk ezeket a fogalmakat a gyakorlatban.

A differenciadlszamitas lehetOséget teremt a fliggvények jellemzésére, segitségével a korabbi
fejezetekben mér targyalt jellemzdk (példaul monotonitas, konvexitas) kénnyen vizsgéalhatdk.

A derivalt segitségével megérthetjiik a sebesség, a gyorsulas, a novekedési rata és mas valtozasi
sebességek matematikai modelljét. A differencialszamitads a modern tudomany és mérnoki
munka alapvet6 eszkdze, a gazdasagtdl kezdve a fizikan at az informatikaig szamos teriileten
alkalmazzak. Megértése nemcsak a matematikai elmélet megértéséhez vezet el, hanem a valds
vildg problémainak megoldasahoz is hozzajarul.

A fejezetben érintett témakorok

6.1 Bevezetés . . . . . ..
6.2 Nevezetes fliggvények derivaltjai . . . . . . .. .. ... ... .. ..
6.3 Kozépértéktételek . . . . . . ..o oo
6.4 Differencialhaté fliggvények vizsgalata . . . . . .. .. .. ..

6.5 Differencialhaté fliggvények vizsgalata . . . . . . . . . ..




6 Differencidlszdmitds

6.1. Bevezetés

Definicié 6.1: Differenciahanyados

Legyen f : I C R — R értelmezve az x € I pontban és annak kornyezetében. Ha
X # a, akkor az
f&) - f(@)

xX—a
hényadost kiilonbséghanyadosnak vagy differenciahdnyadosnak nevezziik. Jelolése:

Af(a) fla+ Ax) — f(a)
Ax o8 Ax ‘

Definicié 6.2: Differencialhanyados

Ha létezik és véges a
. f(x) - f(a)
x—a X—a
hatarérték, akkor azt az f fliggvény a pontbeli differencidlhdnyadosdnak, vagy az a
pontbeli derivaltjanak mondjuk. Jelolése:

f'(a) vagy d{igca) .

Az f fliggvény a pontbeli érintdjének egyenlete onnan kovetkezik, hogy f' = m, ahol
m a meredekséget jeloli, az y = m - x + b egyenes egyenletébdl levezetve:

fl@=f(@-a+b - b=fla)-[f(a)-a

és mivel
(a; f(a) ey=m-x+b
l
y=f'@-x+fla)-f'(@)-a
Ebbdl atalakitva:

y=f(a) (x—-a)+ f(a)

Az (a; f(a)) pontbeli normalis egyenlete:

_1 A . —
M:f’(a)’ és (a;f(a) eY=M-X+B,
3
y—m'(x—a)‘i‘f(a)-
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6.1 Bevezetés

Definicié 6.3: Derivalt

Legyen f : I C R — R értelmezve a pontban és annak egy kornyezetében. Ekkor f-t
differencidlhatonak mondjuk a pontban, ha 3A € Rése : R — R fliggvény, melyre

lim g(x) = 0, hogy f(x) — f(a) =A - (x —a) + &(x) - (x — a).

xX—>a

Definicié 6.4: Jobboldali derivalt

Legyen f : [a;b] — R, ekkor a
. f(x) = f(a)
x—at X—aQa

hatarértékét, ha létezik és véges, az f fliggvény a pontbeli jobboldali derivaltjAnak
mondjuk.

Definicié 6.5: Baloldali derivalt

Legyen f : [a;b] — R, ekkor a
. f(x)—f(a)
x—a— X—a

hatarértékét, halétezik ésvéges, az f fliggvény a pontbeli baloldali derivaltjAnak mond-
juk.

Az f : I ¢ R — Rfiiggvény az x, € I pontban differencidlhat6é <, ha ott balrdl és
jobbrol is differencidlhatd és a bal és jobb oldali derivaltak egyenldek.

f(x) = |x| figgvény az x = 0 pontban:

lim f(x)=x_g=1 és  lim f(x) = — —0

L
x—0+ X — x—0— x—0 ’

A két derivalt nem egyezik meg, tehat az x = 0 pontban a fiiggvény nem derivalhato.
A folytonossag sziikséges, de nem elégséges feltétele a differencidlhatésdgnak.

Ha az f fiiggvény differencidlhat6 egy adott pontban, akkot ott folytonos is.

Definici6é 6.6: Fiiggvény differencialhatésaga nyilt intervallumon

Az f fiiggvény differencidlhat6 az (a; b) intervallumon, ha annak minden pontjaban
differencialhato.
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6 Differencidlszdmitds

Definicié 6.7: Fiiggvény differencialhatésaga zart intervallumon

Az f fiiggvény differencidlhat6 az [a; b] intervallumon, ha differencidlhaté az (a;b)
intervallumon, tovabb4 jobbrdl differencidlhaté a-ban és balrol differencidlhato b-ben.

Definici6é 6.8: Differencialhanyados fiiggvény

Az f fliggvény differenciahdnyados fliggvényének nevezziik és f'-vel jeloljiik azt a fiigg-
vényt, amelynek értelmezési tartomdanya azon pontok halmaza, ahol f differencidlhat6
ésVx € Dy, esetén a fliggvényérték f'(x).

Definicié 6.9: Masodrendu derivalt

Ha az f' fiiggvény differencidlhaté az x, helyen, akkor a derivalt az f fiiggvény x,
pontbeli masodrendi derivaltjanak nevezziik, jele:

d? f(xo)
dx2

Ha f"(x,) 1étezik, akkor azt is mondjuk, hogy f kétszer differencialhaté x,-ban.

vagy  f"(xo).

Hasonléan értelmezhet6ek a tobbedrendid derivaltakat is. Harmadik derivalt utana
jelolés £,

Példak fiiggvények derivaltjara:

fE =[G _ X=X _,

1. fx)=x - lim ————— =

X—>Xo X — xO X—=>Xo X — xO
. x)— f(x oxP—xt
2. f(x)=x" - lim M: lim —% =
X—>Xo X — xO X—=>Xo X — XO
. (x = x0)(xX" 1+ X" 2xp + ... + xP71) _
X=X X — Xo
lim xn=1 4 x"=2x5 + ...+ xg ' =n-xf.
X=X ]

n darab

Fiiggvény konstansszorosanak derivaltja

Legyen f : I C R — R differenciadlhat6 az x, pontban, ekkor c - f is differencialhato
Xo-ban és
(c- f(xg)) =c- f'(xy), ahol c € R.

Osszegfiiggvény derivaltja
Legyenek f és g differencidlhato az x, € Dy N D, pontban, ekkor [ + g is differenci-
alhat6 x,-ban és

(f +8)'(x0) = f'(x0) + &'(xo)-
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6.1 Bevezetés

Szorzatfiiggvény derivaltja

Legyenek f és g differencidlhato az x, € D rND, pontban, ekkor f-gis differencialhato
Xo-ban és

(f - 8)'(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(Xo) - &'(x0)-

Hanyadosfiiggvény derivaltja
Legyenek f és g differencidlhat6 az x, € D yND, pontban, ekkor f/gis differencialhat6

X-ban és:
—,(x ) = J'(x0) - 8(x0) — f(xo) - 8'(x0)
g (80x0))2 '

Lancszabaly

Legyen f differencidlhat6 az x, € Dy pontban és g differencialhaté az f(x,) € D,
pontban, ekkor f o g is differencidlhaté x,-ban és:

(g f(x0))" = g'(f(x0)) - f'(Xo0)-

Definici6é 6.10: Inverz fiiggvény

Legyen f : I C R - J C RésJ := f(I), kolcsondsen egyértelm leképezése I-nek
f-re, ekkore az f~1 : J — I fiiggvényt f inverzének hivjuk, ha Vy € J esetén Ix € I,

hogy y = f(x).

Tétel 6.2

Legyen f : [a;b] — R szigorian monoton, folytonos fiiggvény [a; b] intervallumon,
ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

« f értékkészlete:
- [f(a), f(b)], ha szigortan monoton novekvd,
- [f(a), f(b)], ha szigoruan monoton csokkend.
« finvertalhato.
« f inverze is szogordan monoton, éppen olyan értelemben, ahogyan f.

« az f~! folytonos [f(a), f(b)]-n vagy [ f(b), f(a)]-n.
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6 Differencidlszdmitds

Inverz fiiggvény derivalasi szabdly: Legyen f : I C R — R szigoruan monoton és
folytonos az x, pont egy kdrnyezetében, tovabba f'(x,) # 0, ekkor f inverze is diffe-
rencidlhaté a b = f(x,) pontban és:

(fH) =

1
f'(xo)

6.2. Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Trigonometrikus fiiggvények
cotx )| ) SRS
. . 1
sinx | cosx arcsinx | ———
tan x 1= x2
sin x cosx | —sinx arccosx | — _
coS X 1 V 11— x2
tan x arctan x
cos? x 1+ x2
1 1
cotx | — - arccotx | —
sin” x 1+ x2
Hiperbolikus fiiggvények
. . f(x) f(x) J(x) F(x)
1
sinhx | coshx arsinhx | ——
vV x21+ 1
coshx | sinhx arcosh x (x>1)
x2 -1
1 1
tanh x > artanh x (Jx] < 1)
cosh1 X 1 3 x2
cothx | — > arcoth x (Jx| > 1)
‘ > sinh” x 1— x2
Hiperbolikus azonossagok
eX —e*¥ e +e ¥
sinh x = coshx = —————
2 2
sinh x = —isin(ix) cosh x = cos(ix)
h2x —1 h 2 1
sinh? x = coshex— 2 cosh? x = coshox+ 2
2 2
sinh 2x = 2 sinh x cosh x cosh 2x = cosh? x + sinh® x
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6.3 Kozépértéktételek

Osborne-szabaly

va, ha végrehajtjuk a kovetkez6 cseréket:

Minden trigonometrikus azonossag egy hiperbolikus azonossagga alakithato, és fordit-

cosh? x — sinh® x = 1.

e COSX — cosh x,
e sinx - sinh x,
. sin’x — —sinh®x.
Példaul:
cos?x +sin’x=1 -
Tovabbi fiiggvények
fx) f'x) f(x)
er er a*
1
In x p” log,, x

f'(x) fx)  f'x)

a*lna x" n-x"l
xl/n—l

xIlna W n

6.3. Kozépértéktételek

Tétel 6.3: Rolle-tétel

Bizonyitas:

Legyen f folytonos [a; b] intervallumon és differencialhato (a; b) intervallumon, tovab-
ba f(a) = f(b) = 0, ekkor 1étezik & € (a; b), melyre teljesiil, hogy

' =o.
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6 Differencidlszdmitds

Tétel 6.4: Lagrange-féle kozépértéktétel

Legyen f : I C R — R folytonos [a; b] intervallumon és differencialhato (a; b) inter-
vallumon, ekkor 1étezik olyan § € (a; b) hogy

Bizonyitas:

Ha f folytonos [a; b] intervallumon és differencialhato (a; b) intervallumon, tovabba
Vx € (a;b) esetén f'(x) = 0, akkor f(x) = c (a fliggvény konstans).

Tétel 6.6

Ha f és g folytonos az [a; b] intervallumon és differenciadlhaté a (a; b) intervallumon,
tovabba f'(x) = g'(x) Vx € (a; b)-re, akkor

g(x) = f(x) +c.
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6.3 Kozépértéktételek

Tétel 6.7: Cauchy-féle kozépértéktétel

Legyen f és g fliggvények folytonosak [a; b] intervallumon és differencialhatoak (a; b)
intervallumon, valamint tegyiik fel, hogy g'(x) # 0 barmely x € (a; b) esetén. Ekkor
létezik olyan n € (a; b) hogy

fb) - f@ _ f'®
gb)—gla) g’

Bizonyitas:

g(x) = x valasztéssal specidlis esetként visszakapjuk a Lagrange-féle kozépértéktételt.

A Cauchy-féle kozépértéktétel nem ekvivalens azzal, hogy kiilon-kiilon az f és g fiigg-
vényekre alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt, majd vessziik ezek hanyado-
sat.
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6 Differencidlszdmitds

6.4. Differencialhato fiiggvények vizsgalata

Tétel 6.8

Ha f : I ¢ R — R differencidlhat6 a J C I intervallumon, akkor ahhoz, hogy f a J-n
monoton novekve legyen, sziikséges és elégséges feltétel, hogy Vx € Jesetén f'(x) > 0
fennélljon.

Tétel 6.9

Ha f : I ¢ R — R differencidlhat6 a J C I intervallumon, akkor ahhoz, hogy f
a J-n monoton csokkend legyen, sziikséges és elégséges feltétel, hogy Vx € J esetén
f'(x) < 0 fennalljon.

Ha f'(x) > 0 Vx € J esetén és véges sok pont kivételével f'(x) > 0, akkor f aJ
intervallumon szigoriian monoton novekvd.

Tétel 6.10

Ha f aJintervallumon differencialhat6, akkor ahhoz, hogy a J-n konvex legyen, sziik-
séges és elégséges feltétel, hogy f'(x) a J-n monoton névekvd legyen.

Ha f aJintervallumon differencialhato, akkor ahhoz, hogy a J-n konkav legyen, sziik-
séges és elégséges feltétel, hogy f'(x) a J-n monoton csokkend legyen.

Ha f a J-n kétszer differencialhatd, akkor ahhoz, hogy itt konvex legyen, sziikséges és
elégséges feltétel, hogy f"(x) > 0Vx € J.

Ha f a J-n kétszer differencidlhato, akkor ahhoz, hogy itt konkav legyen, sziikséges és
elégséges feltétel, hogy f"(x) < 0Vx € J.

Tétel 6.14: Taylor-formula

Legyen f [a;b] — R és n természetes szam, tegyiik fel, hogy f folytonos az [a; b]
intervallumon és differencialhat6 az (a; b) intervallumon, ekkor Vx és o € [a; b] mellett
3¢ x és a k6zott ugy, hogy

o= 3 L@ e SO (e

= K (n+1)!
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6.4 Differencidlhaté fiiggvények vizsgdlata

Definicié 6.11: Széls6érték szamitas

Legyen f I C R — R és a € I, azt mondjuk, hogy:
« f-nek a pontban lokalis
- maximuma van, ha 36 > 0, hogy f(x) < f(a), ha x € K(a, 9),
- minimuma van, ha 36 > 0, hogy f(x) > f(a), ha x € K(a, 9).
« f-nek a pontban
- szigoru lokalis maximuma van, ha f(x) < f(a),
- szigoru lokélis minimuma van, f(x) > f(a).
« f-nek a pontban
- abszolut maximuma van, ha f(x) < f(a),Vx € I,
- abszolut minimuma van, ha f(x) > f(a), Vx € L.
« f-nek a pontban
- szigoru abszolut maximuma van, ha f(x) < f(a), Vx € I \ {a},
- szigoru abszolit minimuma van, ha f(x) > f(a), Vx € I \ {a}.

Zart intervallumon val6s érték folytonos fiiggvény felveszi a szuprémumat, illetve in-
fimumat fliggvényértékként.

Tétel 6.15: Széls6érték létezésének sziikséges feltétele

Ha f: I € R — R differencidlhaté I-n és f-nek az a € intI pontban szélséértéke van,
akkor f'(a) = 0.

Tétel 6.16: Széls6érték létezésének elégséges feltétele

Ha f : I € R — R differencidlhat6 I-n és f-nek az a € int I, akkor ha 3r > 0, hogy:

e f'(x)>0,haxe(a—r;a)és f'(x) <0,hax € (a;a+r),
akkor f-nek lokdlis maximuma van «-ban,

e f'l(x)<0,hax e (aq;a+r)és f'(x)>0,hax e (a—-r;a),
akkor f-nek lokdlis minimuma van a-ban.

Tétel 6.17

Legyen f [a;b] — R a-ban jobbrol, b-ben balrél differencialhato fliggvény.

« Ha f’(b) > 0, akkor f-nek b-ben szigoru helyi maximuma van.
« Ha f'(b) < 0, akkor f-nek b-ben szigora helyi minimuma van.
« Ha f'(a) > 0, akkor f-nek a-ban szigoru helyi minimuma van.
« Ha f'(a) < 0, akkor f-nek a-ban szigoru helyi maximuma van.
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6 Differencidlszdmitds

Tétel 6.18

Legyen f : I C R — R, n > 1-szer differencidlhat6 I-n, o € intI, ha

fl@=f@=-=f"D@=0 é& f)#0,

akkor, ha
 n péaratlan, akkor nincs széls6érték a-ban,
« n paros, akkor van szélséérték a-ban, és

- fM(b) > 0 esetén lokalis minimuma van,

- f(b) < 0 esetén lokalis maximuma van.

Tétel 6.19
Legyen f : I C R — R, n > 1-szer differencidlhat6 az I-n, a € intI, valamint
f@=f@=-=f"D@=0 é fP)%#0,

akkor, ha
« f(b) > 0 és n paratlan, akkor szigort helyi maximuma van b-ben,

« f(b) > 0 és n paros, akkor szigort helyi minimuma van b-ben.

Definici6 6.12

Legyen f : I - Résa € int], a-t f inflexiés pontjAnak mondjuk, ha 36 > 0, hogy f
fiiggvény (o, a + §) intervallumon konvex és az (o — J, @) intervallumon konkdv, vagy
ha (a, a + &) intervallumon konkav és az (a — &, ) intervallumon konvex.

Ha f kétszer differencialhato és a inflexios pont, akkor f”(a) = 0.

Definici6 6.13
Ha van olyan y = A - x + B linedris fliggvény, melyre

lim f(x)—(A-x+B)=0,vagy lim f(x)—(A-x+B)=0,
X—00 X——00

akkoraz y = A - x + Begyenest az f fliggvény aszimptotdjanak nevezziik.

Aszimptota létezésének sziikséges feltétele:

Ha f-nek 1étezik a fenti definiciéban szerepl6 aszimptotdja, akkor

lim @ =A, vagy lim @ =A. (AER)

x—=o0o X X—>—00 X

N
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6.4 Differencidlhaté fiiggvények vizsgdlata

Aszimptota létezésének elégséges feltétele:

lim (f(x) — A - x) vagy li_)m (f(x)—A-x)

hatarérték végessége, ami a B értékét adja.

Tétel 6.20: L’Hopital-szabaly

Legyenek f és g differencidlhatéak az « € Rj, pont egy kornyezetében (a-ban nem
szlikségképpen), tovabba g(x) # 0 és g'(x) # 0 és

lim f(x) = lim g(x) = 0, vagy lim | f(x)| = lim |g(x)| = oo,
paded X—=>a X—=>a X—=>a

ekkor, ha lim f'(x) = B, akkor lim M =

% g () e R

6.5. Felkésziilést segito kérdések

1. Definidlja a differenciahdnyados fogalmat!

2. Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozos fliggvény differencidlhaté?

3. Sziikséges feltétele-e a differencidlhatésadgnak a folytonossag? Ez a feltétel elég-
séges-e?

Ismertesse a derivalasi szabalyokat!

Hogyan szamithatjuk ki az osszetett fliggvények derivaltjat?

Ismertesse az inverz fiiggvény derivalasara vonatkozé osszefiiggést!

Mondja ki a Rolle-féle kozépértéktételt!

Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt!

g e e o

Mondja ki a Cauchy-féle kozépértéktételt!

10. Mit neveziink egy filiggvény aszimptotdjanak?

11. Irja fel egy adott pontban egy differencialhato fiiggvény érintéjének egyenletét!
12. Irja fel egy adott pontban egy differencialhaté fiiggvény normalisanak

13. Ismertesse egy differencidlhato6 fiiggvény vizsgalatanak 1épéseit!
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7 Integralszamitas

Az integralszdmitas ugyancsak a matematikai analizis alapvetd eszkoze, amelynek segitségével
a valtozasok Osszegzését és kiilonbozo gorbék altal kozbezart teriiletek kiszamitasat végez-
hetjik el. Ezaltal lehetévé valik szamunkra, hogy megértsiik és leirjuk a természetben és
a tarsadalomban zajlé folyamatokat. Alapjait — a differencidlszamitashoz hasonléan — Isaac
Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz fektették le a 17. szdzadban.

A differencialszamitas sordn megismert derivaltak a valtozas sebességét fejezik ki, mig az
integralszamitas a kumulalt valtozasokat szamszerisiti. A hatarozatlan integral segitségével
egy adott fliggvényhez hozzarendeljiik azokat a fliggvényeket, amelyek derivaltja az adott
fuggvény. llyenkor azt mondjuk, hogy megkeressiik az adott fliggvény primitiv fliggvényét.
A hatérozott integral hasznalataval pedig konkrét értékeket rendelhetiink a fliggvények alatti
teriiletekhez, kiszamithatunk olyan fizikai mennyiségeket, mint példaul a megtett Gt vagy a
munka. Az improprius integral a Riemann-féle integral kiterjesztése olyan esetekre, amikor az
integralandé fliggvény vagy az integralasi tartomany nem korlatos.

Az integralszamitas nem csupan elméleti jelentoséggel bir, hanem szamos gyakorlati alkal-
mazasa is van. Ez a fejezet a fenti fogalmakat és az integralszamitas alapjait mutatja be,
megvilagitva annak széleskor(i alkalmazhatésagat és jelentéségét a tudomanyos és mérnoki
problémak megoldasaban. Az Olvasé megismerkedhet az integralszamitas alapveto tétele ivel,
modszereivel és azok alkalmazasaval, amelyek elengedhetetlenek a matematikai gondolkodas
és a problémamegoldd képességek fejlesztéséhez.

A fejezetben érintett témakorok

7.1 Hatarozatlanintegral . . . . . . . . .. ...

7.2 Integralasisegédlet . . . . .. .. ... ... ... .. ... ...
7.3 Integralasi mddszerek, specialis esetek

7.4 Hatérozottintegrdl . . . . . ... ... .. ... ... ...

7.5 Impropriusintegral . . . ... ... ... ... ...




7 Integralszdmitas

7.1. Hatarozatlan integral

Definicié 7.1: Primitiv fiiggvény

Legyen f : I - R,ekkoraz F : I — R fiiggvényt az f fliggvény primitiv fliggvényének
nevezziik I-n, ha F differencialhato6 I-n és F'(x) = f(x) Vx €L

Ha az F fiiggvény primitiv fliggvénye az f-nek, akkor G(x) = F(x) + C ugyancsak
primitiv fiiggvénye az f-nek, ahol C € R.

Ha F és G is f primitiv fliggvényei, akkor 3C € R, hogy F(x) = G(x) + C.

Definicié 7.2: Hatarozatlan integral

Az f primitiv fliggvényeinek 0sszességét f hatdrozatlan integraljanak nevezziik az I-n.
Jelolése:

ff(x)dx = F(x) + C.

Az 1, x, ¢*, Inx, sinx, arcsinx fiiggvényekbdl a négy alapmiivelet, az Osszetett
fiiggvényképzés és a nyilt halmazra val6 lesziikités véges sokszori alkalmaséval kelet-
kezd fiiggvényeket elemi fiiggvényeknek nevezziik.

A cos x, tan x, cot x, sinh x, cosh x, tanh x, coth x, arccos x, arctan x, arccot x, arcosh x,
arcosh x, artanh x, arcoth x, x%, polinom, racionalis fiiggvények elemi fliggvények.

A négy alapmiivelet, az Osszetett fliggvényképzés, a nyilt halmazra valo lesziikités meg-
Orzi a differencidlhatosagot, tehat az elemi fliggvények az értelmezési tartomanyuk bel-
s6 pontjaban differencidlhatéak. A primitiv fliggvények megkeresése azonban kivezet
az elemi fliggvények korébdl, ez indokolja az elemien integralhato fiiggvények el-
nevezés bevezetését.

Elemien integralhato fiiggvény olyan elemi fiiggvény, amelynek primitiv fiiggvénye
ugyancsak elemi fiiggvény.

Elemien integralhato fliggvények példaul:

, 1 1
Tox+2 x2+1

Nem elemien integralhato fiiggvény példaul:

2 sinx 1

b b

e > .
X Inx
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7.2 Integrdlasi segédlet

7.2. Integralasi segédlet

Jf(x) F(x) J(x) F(x)
sin x —COoS X sinh x cosh x
ff(x)dx =F(x)+C
COS X sin x cosh x sinh x
1 1
> tan x > tanh x
COS= X cosh” x
1 1
f) i) 7 —cotx 5 —cothx
% e sin” x sinh” x
1 1
pacal arcsin x arsinh x
(04
X a+1 \/1—1x2 \/x21+1
1 — arccos x arcosh x
p In |x| ‘/11—x2 x21—1
oF oF T2 arctan x =2 artanh x
a* -1 1
x el
a na i arccot x =32 arcoth x
Linearitas

f/lf(x) dleff(x) dx

f £0) + g(x) dx = f £0) dx = f g(v) dx

fbf(x)dx=/cf(x) dx+fbf(x) dx

Parcidlis integralas

f FO0R00) dx = FEE00) — f FOORC) dx

Helyettesitéses integralas

j(fog>-g'=(ff)og

fef(x)f’(x) dx = e/® 4 C

o
700 dx=In|f(x)|+C
a+1
[ror@a-8ie @y

/f(g(X)) -g'(x) dx =F(g(x)) +C
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7 Integralszdmitas

7.3. Integralasi médszerek, specialis esetek

1.

3.1. Helyettesitéses integralas

A helyettesitéses integralas modszerének bevezetéséhez tekintsiik az alabbi példat:

fo - (x%2 +1)3dx.
Vegylik észre, hogy a zarojelben szerepl6 kifejezés derivaltja megjelenik a szorzatban.
Vezessiik be a t = x? + 1 helyettesitést, majd szamoljuk ki a kifejezés derivaltjat:

dt 1
a—Zx = dx—adt

Helyettesitsiik be a kifejezést:

1 i (x? +1)*
. 2 3 = -3-— = 3 = — = —
f2x (x*+1)°dx fo t 2xdt ft dt 4+C 1 + C.

A helyettesitéses integralas specialis esetei:

a+1
. ]f“-f’=f+ ahol o # —1,

a+1’
f’
. — =In|f|+C,
ff i
-/ef-f’zef+C,

+ [¢rop-gar=([1)os

Integréljuk az aldbbi kifejezést:

2Xx
dx.
f x2+1

A nevezdben szerepld kifejezés derivaltja megegyezik a szamléaldval, ezért az integralas
eredménye a kovetkezo:

2
X _dx=In|x2+1|+C.
x2+1

Ellendrizziik az eredményt! Vezessiik be a t = x? + 1 helyettesitést, majd szamoljuk ki
a kifejezés derivaltjat:
de 1

a—Zx - dx=§dt
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7.3 Integralasi médszerek, specidlis esetek

Helyettesitsiik be a kifejezést:
fzz—xdx=fldt=1n|t|+c=1n|x2+1|+c.
x“+1 t

A két eredmény megegyezik, tehat az integralas helyes.

Integréljuk az alabbi kifejezést:

f 6x2 - e* dx.

Az exponencidlis fliggvény kitevéjének a derivaltja megjelenik a szorzatban, ezért az
integralas eredménye a kovetkezd:

f6x2-ex3dx=2f3x2-ex3dx=2ex3+C.

Ellendrizziik az eredményt! Vezessiik be a t = x> helyettesitést, majd szamoljuk ki a
kifejezés derivaltjat:

a = 3x - dx = ﬁ dt.
Helyettesitsiik be a kifejezést:

1
f6x2-ex3dx=2f3x2-ex3dx=2f3x2-et-ﬁdt=2e’+c=2ex3+C.

A két eredmény megegyezik, tehat az integralas helyes.

Integraljuk az alabbi kifejezést:

f x - cos(x? + 3) dx.

A koszinusz argumentuménak derivéltja megjelenik a szorzatban, ezért az integralds
eredménye a kovetkez6:

fx -cos(x? 4+ 3)dx = %fzx -cos(x? +3)dx = %sin(x2 +3)+C.

Ellendrizziik az eredményt! Vezessiik be a t = x? + 3 helyettesitést, majd szamoljuk ki
a kifejezés derivaltjat:

dt 1

x T YT
Helyettesitsiik be a kifejezést:

1 1 1 1
fx-cos(x2+3)dx:fx-cost-ﬂdt: Efcostdt: 5sint+C: Esin(x2+3)+C.

A két eredmény megegyezik, tehat az integralas helyes.
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7 Integralszdmitas

7.3.2. Parcialis integralas
A parcialis integralas modszerének bevezetéséhez irjuk fel két fiiggvény szorzatdnak
derivaltjat:

(f(0) - 8(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).

Integraljuk x szerint az egyenlet mindkét oldalat:

f (F() - gx)) dx = f F) - gl dx + f 00 - 200 dx.

Az integralas és a derivalds muveletei egymds inverzei, igy az egyenlet bal oldala az
alabbi alakot olti:

£60) - 8x) = f PG s f F0 - g () dx

Rendezziik at az egyenletet:

f 00 - (0 dx = F(X)g(d) f £ g0 dx.

Integraljuk az f(x) = e?* - 3x2 fliggvényt.

A fliggvény egy polinom és egy trigonometrikus fliggvény szorzataként all eld, ezért
célszerd a parcidlis integralds modszerét alkalmazni.

Valasszuk meg az f és g fliggvényeket! Mivel a parcidlis integralds soran f fliggvényt
derivalni fogjuk, ezért legyen f = 3x?, hiszen ez kétszeri differencidldsa utan konstans
fiiggvénnyé szelidiil:

f(x) =3x%, g(x) =e**/2,
f'(x) =6x, g'(x)=e**.

Hasznaljuk tehét a parcialis integralas képletét:

2X 2X 2,2x
3
fezx-3x2dx=3x2~e——f6x'e7dX= xe _/3xe2xdx'

2 2

Az utolso integralasnal ismételjiik meg a parcidlis integralas modszerét:

fG)=3x, g(x)=e/2,
fr(x)=3, g =e>

Hasznéljuk ismét a tanult képletet:

2X 2X 2Xx 2X 2X 2X
/3xe2de=3x-e—_f3.%dx=3xe _f3e dx=3xe _ 3e L

2 2 2 2 4
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7.3 Integralasi médszerek, specidlis esetek

A végeredmény tehat:

3x2e2*  3xe2X 3¢
/ezx-szdxz - + +C.

2 2 4

_J Tablazatos médszer \

Exponencidlis fiiggvény €s polinom szorzatanak integralasat tablazatos modszerrel
is elvégezhetjiik. Integraljuk az f(x) = e** - 3x* most ezzel a modszerrel!

L 2

A téblazat els6 oszlopaba irjuk be a polinom fiiggvényt, majd ezt annyiszor derivaljuk,
ameddig az el nem tiinik. Az exponencidlis fiiggvényt pedig pontosan ugyanennyiszer
integraljuk.

D I

3X2 \ ezx
6X \) eZX/Z
6 \ e2X /4

eZX/S

Az els6 oszlop els6 elemét szorozzuk 0ssze a méasodik oszlop mésodik elemével, majd
rendeljiink hozza pozitiv eléjelet. Ezutdn az els6é oszlop masodik elemét szorozzuk
Ossze a masodik oszlop harmadik elemével, majd rendeljiink hozza negativ elgjelet.
Az els6 oszlop harmadik elemét pedig a masodik oszlop negyedik elemével szorozzuk
0ssze, a szorzathoz most Gijra pozitiv el6jelet rendeliink. Az eredményeket 6sszegezziik
és hozzdadjuk a konstans tagot:

3x2e?*  3xe?*  3e*X
2X 2
-3x4dx = - C.
fe x2dx > IR

Integraljuk az f(x) = Inx fliggvényt! A természetes alapu logaritmus primitiv fiigg-
vénye nem taldlhaté meg az integralasi segédletben, ezért egy triikkkhoz kell folyamod-

nunk:
flnxdx:fl-lnxdx.

Valasszuk meg f és g’ fiiggvényeket az alabbi mddon:

f(x) =1Inx, g(x) = x,
ff=1/x, gx)=1

Végezziik el az integralast:

flnxdxzx-lnx—f%-xdx=x-lnx—x+C=x-(lnx—1)+C.
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7 Integralszdmitas

Most integraljuk az f(x) = e?* - sin 3x fiiggvényt a parcialis integralas modszerével.
Mivel sem a trigonometrikus tag, sem pedig az exponencidlis tag nem tiinik el diffe-
rencidlds soran, ezért tetszélegesen megvalaszthatjuk, hogy melyik lesz f és melyik
lesz g’ fliggvény:

f(x)=¢**, g(x) = —cos(3x)/3,

f'(x) = 2¢**, g'(x) = sin3x.

Helyettesitsiik be a képletekbe:

dx

I= /e2x~sin3xdx= —e®* . cos 3x _f_2e2x-cos3x

3 3

:M+%f32x.cos3xdx
3 3
=23J/
_ —e**.cos3x 2 7
=—3 T3

Az utolsé integralasndl ismételjiik meg a parcidlis integralds médszerét:

f(x) =e**, g(x) =sin(3x)/3,
f'(x) = 2¢**, g'(x) = cos3x.

Helyettesitsiink be ismét a parcidlis integralas képletébe:

2X | gj 2% _ f
J:fezx‘cos3xdx:e Sln3x_f2e sm3xdx

3 3
=m_zfe2x.sin3xdx
3 3
I
_ e .sin3x 2 ;
=— 31

Az integralok alapjan egy két ismeretlent tartalmazé egyenletrendszer irhato fel:

2X 2X :
—e** . cos3x 2 +e“* -sin3x 2
[=— 2= 4 2. =—— > > _Z.]
3 +3 J 4 3 3 7
ebbdl pedig
—e**.cos3x 2 [e**-.sin3x 2
e N T

3 3 3 3

Bontsuk fel a zarojeleket, és rendezziik az egyenletet:

13~ —e* . cos3x N 2e** . sin 3x
9 3 9 ’

Ekkor

2X 9 _
I=fezxsin3xdx=e (231n31); 3cos3x)+C-
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7.3 Integralasi médszerek, specidlis esetek

7.3.3. Racionalis tortfiiggvények integralasa

Egy racionalis tortfiiggvény polinomok hanyadosaként 4ll eld. Altalanos alakja:

P(x)
R(x) = —=.
0= 20
Amennyiben a nevez6 fokszama kisebb, mint a szamlal6é, vagyis deg P(x) > deg Q(x),
akkor a polinomosztas mddszeréhez kell folyamodnunk, mely elvégzése utan a tort-
fiiggvény az aldbbi alakot olti:

_ S(x)
R(x) = T(x) + @,

hol T(x) egy tjabb polinom, S(x) fokszdma pedig mar kisebb, mint Q(x) fokszama.
Ezutan parcialis tortekké bontjuk a S(x)/Q(x) hanyadost, majd ezeket, illetve a T'(x)
polinomot integraljuk.

Amennyiben a nevezé fokszdma nagyobb, mint a szdmlalé fokszdma, vagyis deg P(x) <
deg Q(x), akkor polinomosztas nélkiil tudjuk parcialis tortekké bontani a fliggvényt.

A parcidlis tortekre valé bontashoz az algebra alaptételét hasznéljuk fel, miszerint
barmely valds egylitthatds polinom felbonthat6 elsé és masodrendd kifejezések szor-
zatéra, vagyis

p()=A- [[x—a)- [TCZ+pix +q0.

val6s gyokok komplex gyokok

Hozzuk R(x) = T(x) + S(x)/Q(x) alakra (deg S < deg Q) azt R(x) = P(x)/Q(x) fligg-
vényt, ahol P(x) = x3 — 12x% — 42 és Q(x) = x — 3.

Végezziik el az alabbi polinomosztast:

(x3 —12x? +0x —42) =+ (x—3) = x> —9x —27.

x> (x—3)—> — (x> =3x> +0x +0x)
—9x%  +0x —42

—9x-(x=3)—> — (=9x? +427x +0)
—27x —42

—27-(x=3) > — (=27x +81)
—123

Az eredmény tehat:
R(x)—x2—9x—27—£
- x—3

Integraljuk az el6z6 feladatban szerepl$ R(x) polinomot!

3

12 3 2
/R(x)dx:/(x2—9x—27——33)dx=x——%—27x—1231n|x—3|+€.
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7 Integralszdmitas

f_f Parcialis tortekre bontas a letakaros modszerrel \

Amennyiben a nevez6 gyokei tisztan valosak, és nincsen tobbszoros gyok, akkor a par-
cialis tortekre bontést a letakarés modszerrel is elvégezhetjiik.

A raciondlis tortfiiggvény eredeti alakja:

P(x)

R = 560"

ahol Q(x) = H(x — a;).
i=1

Az egyes gyokokhoz tartozo egylitthatdkat a kovetkezé modon hatarozhatjuk meg:

Az egylitthatok meghatdrozasa utan a raciondlis tortfliggvény az alabbi alakban irhaté

fel:
Al AZ An

(x—ay) " (x —ay) T (x —a,)

R(x
( ) Z (x - al)
Vegylik példaul az alabbi racionalis tortfliggvényt:

6x% — 10x + 2

R = D o

A parcidlis torteket az aldbbi alakban keresstik:

A B C
+

R(x) = .
= tiatia
ap=0 a;=1 a,=2
Az egyiitthatok a képlet alapjan:
6x% — 10x + 2 6x% — 10x + 2
A = 1. —_— 0 ]- 13
L C ey iy s e Sl L vy gy
6x% — 10x + 2 6x% — 10x + 2
A = 1. - 1 = 1im —_— = 2’
2 xl_r}}(x )x-(x—l)-(x—z) x-»1 XxX-(x—2)
6x% — 10x + 2 6x% — 10x + 2
A = 1. - 2 = lim _—_— = 3.
3= =) T = I o)

A kapott egylitthatdk alapjan a raciondlis tortfliggvény parcidlis tortekké bontva:

2 3

R = — .
(x) x—1+x—2

Ennek az integralja:

fR(x)dx:f<l+ 2 +i>dx:1n|x|+2ln|x—1|+3ln|x—2|+C.
x x—1 x-2

L 2
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7.3 Integralasi médszerek, specidlis esetek

Integraljuk az alabbi tortfiiggvényt:

xX—2
2x—1)2(x—-1)

R(x) =

A nevezd fokszdma nagyobb, mint a szamlaloé, ezért rogton parcidlis tortekre bonthat-
juk a fliggvényt. Mivel a nevez6ben 1év6 (2x — 1) faktor fokszama 2, ezért ezt a parcialis
tortekké bontasnal is figyelembe kell venniink:

xX—2 A B C

R(x)=(2x—1)2(X—1)=2x—1+(2x—1)2+x_1.

A bal és jobb oldal egyenléségébdl kovetkezik, hogy:

x=2=A(x-1)(2x—-1)+B(x—1)+ C(2x —1)?
=AQ2x?=3x+1)4+B(x—-1)+C4x*—-4x+1)
=(2A+4C)x>* +(-3A+B—-4C)x+(A—B+C).

Ezek alapjan egy harom ismeretlenes egyenletrendszer irhaté fel:

0 =24 +4C,
1=-3A+B—-4C,
—2=A-B+C.

EbbSl C = —1, A = 2 és B = 3 kovetkezik, tehat az eredeti tortfiiggvényt a kovetkez6

alakban irhatjuk fel:
2 3 1

x—1+(2x—1)2_x—1

A hatarozatlan integralds megolddasa tehat:

R(x) = 5

3
/R(x)dx—ln|2x—1| - m—ln|x—1| +C.
Integraljuk az al4bbi tortfiiggvényt:
x> +3x+1
R(x) = T4

A nevez6 fokszdma megegyezik a szamlalo fokszamaval, ezért a parcidlis tortekké vald
bontas elbtt at kell alakitanunk a tortet:

R(x)_x2+3x+1_x2—4+3x+5_1+3x+5_1+ 3x+5
T o x2—4 x2—4 T x2—4 7 (x=2)(x+2)
Hatarozzuk meg a parcidlis torteket:
x+5 _ A B _A(x+2)+B(x-2)
(x—-2)(x+2) x-2 x+2  (x-2)(x+2)
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7 Integralszdmitas

A bal és jobb oldal egyenl&ségébdl kovetkezik, hogy:
3x+5=A(x+2)+ B(x — 2).
Ezek alapjan egy két ismeretlenes egyenletrendszer irhat¢ fel:

3=A+B,
5=2A-2B.

Az egyenletrendszer megold4sibol A = 11/4 és B = 1/4 kovetkezik, tehat az eredeti
tortfliggvényt a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:
11/4 1/4

Rx) =1+ ——+ .
(x) XxX—2 x+2

A hatdrozatlan integralds megolddsa tehat:

11 1
fR(x)dx=x+Zln|x—2|+Zln|x+2|+C.

Bontsuk fel a kovetkez6 raciondlis tortfliggvényt parcidlis tortekké, majd integraljuk az
egyes tagokat:

—20 + 77x — 57x% + 21x3 — 3x*
x5 —13x4 + 73x3 — 193x2 + 232x — 100"

R(x) =

A nevezdben szerepld kifejezést mar kordbban felbontottuk:

—20 4 77x — 57x% + 21x3 — 3x*

RO =G-D -2 (@-6x+ 29

Irjuk fel paraméteresen a parcialis torteket:

A n B +Cx+D+ Ex+F
-1 x—-2 (x—2)2 x2—-6x+25

R(x) = s

Ezek alapjan:

—204+77x —57x> +21x3 —=3x* = A - (x — 2)% - (x® — 6x + 25)+
+B-(x—=1)-(x—=2)% - (x*—6x+25)+
+(Cx+D)-(x—=1)-(x—=2)-(x*—6x+25)+
+(Ex+F)-(x—=1)-(x-2)}

= A(x® — 12x* + 73x3 — 230x2 + 348x — 200)
+ B(x® — 11x* + 63x3 — 177x? + 224x — 100)
+ C(x> — 9x* + 45x3 — 87x? + 50x)

+ D(x* — 9x3 + 45x2 — 87x + 50)
+ E(x® — 7x* + 18x3 — 20x? + 8x)
+ F(x* — 7x3 4+ 18x? — 20x + 8)
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7.3 Integralasi médszerek, specidlis esetek

Az egylitthatok Osszevetésével az alabbi egyenletrendszer irhato fel:

(0 = A+B+C+E (x)
-3 = —12A—-11B-9C+D—-7E+F (x*)
21 = 73A+63B+45C —9D + 18E — 7F (x3)

| =57 = —2304 — 177B — 87C + 45D — 20F + 18F (x?)
77 = 348A + 224B + 50C — 87D + 8E — 20F (x1)

( =20 = —200A4 — 100B + 50D + 8F (x%)

Az egyenletrendszer megoldaséval az egyiitthatok értékei:
A=1, B=-2, C=1, D=0, E=-3, F=5.
Az eredmény tehat:

1 =2 X —-3x+5
R(x) = —17

Az egyes tagok integralasa:

1
fx_ldx=1n|x—1|+C1

f —2 dx=-2In|x—-2|+C,

x—2
X [+2 1 2
f(x—z)2 * f 2 ft+t2
=24+ C=Injx—2|— —2—+C
- t T x—2
—3x+5 3 2x—6 1
_TXHS g3 [ 2276 a1 g
/x2—6x+25 x 2/x2—6x+25 x /x2—6x+25 x
3 1
= —ZIn|x®—6x+25-4 | ———d
2n|x X + 25| f(x—3)2+42 x

3
= —§1n|x2—6x+25| —arctan(x )+C4.
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7 Integralszdmitas

7.3.4. Trigonometrikus fiiggvények integralasa

Trigonometrikus fiiggvények integral4dsakor a tanult trigonometrikus azonossago-
kat kell alkalmaznunk. Ezek koziil a legfontosabbak:

1 = sin® x + cos? x,

.2 1 —cos2x

sin“ x = ————,
2

2 1+ cos2x

cos X=——7b—",

sin 2x = 2sin X cos x,

cos 2x = cos? x — sin? x.

Amennyiben a szogfliggvény fokszdma paros, akkor a fliggvényt a fenti trigonometri-
kus azonossagok segitségével at tudjuk alakitani.

Amennyiben a szogfiiggvény fokszama paratlan (2k + 1), akkor azt felbontjuk egy 2k-
s és egy 1-es szogfliggvény szorzataként, majd a mar péaros fokszdmu tagot az el6bbi
modszerrel tudjuk integralni.

Integraljuk a sin® x fiiggvényt!
. 2 _ [ 1l—cos2x . [ 1 cos2x .
fsm xdx—f > dx = > > dx =

Integraljuk a cos* x fiiggvényt!

1 + cos2x\? 1 cos2x cos?2x
4 = - = —
fcos xdx-/( > )dx f4+ >t dx

/1 oS 2X 1+cos4xdx_f3 COS2X | COS4x

sin 2x
4

N &

§+ 2 + 3 dx

it 2 T3
3x n sin 2x i sin 4x
8 4 32

+ C.

Integraljuk az sin’ x fliggvényt!
fsin7xdx = fsinGx -sinxdx = f(sinz x)3 - sinxdx = f(l —cos? x)? - sin x dx

= f(l — 3cos? x + 3 cos* x — cos® x) - sin x dx

;. 3cos®x  cos’x
=—cosx—cosx————+— + C.
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7.4 Hatdrozott integrdl

7.4. Hatarozott integral

7.4.1. A Riemann-integral

Definicié 7.3: Intervallum beosztasa

Legyen a < b € R, ekkor az [a; b] egy beosztasan egy
d ::{xiE[Rli:O;l;...;n,a:x0<x1<---<xn:b}

ponthalmazt értjiik. Az x; a beosztas egy osztopontja, az [x;_;; X;] a beosztas egy rész-
intervalluma, ||d|| : = max{x; — x¢, X; — X1, ... X;; — X,,_;} @ beosztas finomsaga.

A d, a d; beosztas tovabbosztasa, ha d; C d,. A d; U d, a két beosztas egyesitése.
Azt mondjuk, hogy a d, beosztidsa finomabb, mint a d;, ha ||d,|| < ||d,]|.

Legyen (dy), ahol k € N, az [a; b] intervallum beosztidsdnak egy sorozata. A (dj)-t
egy normalis beosztas sorozatnak hivjuk, ha ||dg|| — 0, ha k — . A (d}) normalis
beosztas sorozatot minden hataron tul finomodo beosztas sorozatnak is nevezziik.

Definicié 7.4: Alsé és felso integralkozelité osszeg

Legyen f : [a;b] — R korlatos fliggvény, valamint d a fiiggvény értelmezési tartoma-
nyanak egy beosztasa,

m; :=inf { fG0) | x € e xipal |
M; := sup { F) | x € [x35Xi441] }
Az f fiiggvény d beosztdsdhoz tartozo also és felsé integralkozelité osszege
n—1
s(fyd) 1= D my - (Xig — Xp),
i=0

n—1

S(f,d) = Z M; - (Xit1 — Xp).
i=0

Definici6é 7.5: Kozbeeso érték vektorhoz tartozé integralkozelité Gsszeg

Legyen t; € [x;; x;41]. Ekkor a t(t;, t,, ... , t,) neve kozbees6 érték vektor, a hozza tar-
toz6 integralkozelit osszeg

n—1
o(f,d, 1) 1= ] flt)(xir — X)-

i=0

Az oszcillacios 0sszeg

o(f,d) :=S(f,d) — s(f,d).
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7 Integralszdmitas

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény:

1. Ha d az [a; b] intervallum egy beosztasa, valamint ¢ tetsz6leges kozbees6 érték
vektor, akkor

s(f,d) < a(f,d,t) < S(f,d).

2. Had, C d;, azaz d, a d, tovdbbosztasa, akkor
s(f,dy) < s(f,dy) < S(f,dy) < S(f, dy).

3. Had, és d, tetszéleges beosztasa az [a; b] intervallumnak, akkor

s(f,dy) < S(f,dy).

Haaz f : [a;b] — R fiiggvény korlatos, azaz 3K, hogy | f(x)| < K, ekkor

n-1 n-1
s(fd) < 0 Imyl - (i — %) < DL K- (X1 — X)) =K - (b — a).
i=0 i=0

Definici6é 7.6: Darboux-féle alsé és fels6 integral

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény.
Az := sup{s(f,d)}valés szamot az f fliggvény Darboux-féle als6 integraljanak mond-
juk. Jele:

AzI :=inf{S(f, d)} val6s szamot az f fiiggvény Darboux-féle felsd integraljanak mond-
juk. Jele:

Definicié 7.7: Riemann-integralhatosag

Az f fliggvényt Riemann-integralhaténak nevezziik [a; b]-n, ha a Darboux-féle also
és fels6 integrdlja az [a; b] intervallumon egyenlS. Ezt a kozos értéket az f fliggvény
Riemann-integraljanak mondjuk. Jele:

I=I=1= f

a

ahol I és I a fiiggvény als6 és fels6 Darboux integralja.
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7.4 Hatdrozott integrdl

Tétel 7.1

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény, ekkor Ve > 0 esetén 36(¢), hogy ha az [a; b]
intervallum egy beosztasara teljesiil, hogy ||d|| < d(¢), akkor:

1. 0<I=|s(f,d)—1I| <e,
2. 0<I=|S(f,d)—1I| <k,
ahol I és I a fiiggvény alsé és fels6 Darboux integralja.

Haaz f : [a;b] — R fliggvény korlatos, (d;) pedig az [a; b] intervallum normal beosz-
tasa, akkor

1. khm S(f, dk) =!

2. klim S(f,dy) =1

Haaz f : [a;b] — R fliggvény Riemann-integralhat6 az [a; b] intervallumon, (dy)
normalis beosztassorozat, (t;) pedig tetsz6leges korbees6 érték vektor, akkor

b
O'(f,dk,tk)—>l=i=f f,hak—> 0.
a

Riemann-integralhatésag jeldlése:

Rla;b] = { f i la;b] = R, f Riemann-integralhat6 az [a; b]-n }

Tétel 7.2: Els6 kritérium (oszcillaciés osszeggel)

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény, f € R[a; b] akkor és csak akkor, ha Ve > 0
esetén 1étezik olyan d beosztasa az [a; b] intervallumnak, hogy o(f,d) < «.

Tétel 7.3: Masodik kritérium (integralkozelito osszeggel)

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény, f € R[a; b] akkor és csak akkor, ha I C R,
hogy Ve esetén 35(¢), hogy ha ||di|| < &(¢), t(ty, ¢y, ..., t,,) tetszOleges kdzbeesd érték
vektor, akkor |o(f, dy, t) —I| < e.

Tétel 7.4: Harmadik kritérium (normalis beosztas sorozattal)

Legyen f : [a;b] — R korlatos fiiggvény, f € R[a; b] akkor és csak akkor, ha V(dj) és
V(t;) esetén:

b
(dy) konvergens, valamint klim o(f,dp, tr) = f f.
—> 00
a
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7 Integralszdmitas

Tétel 7.5: Monoton fiiggvény integralhatésaga

Korlatos, zart intervallumon monoton fliggvény ott Riemann-integralhato.

Tétel 7.6: Korlatos fiiggvény integralhatésaga

Korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvény ott Riemann-integralhato.

Definicido 7.8: Nullmértékii halmaz

Egy H C R halmazt Lebesgue szerint nullmértékiinek neveziink, ha lefedhet6 meg-
szdmlalhat6an sok tetszélegesen kicsi 6sszhosszusagu intervallumrendszer unigjaval,
azaz Ve > 0 esetén 3I;, ahol k € A (megszamlalhaté halmaz), hogy

HcC UIkes Z |Ix| < e.
keA
Nullmértéki halmazok tulajdonsagai:
1. véges halmaz Lebesgue szerint nullmértekd,
2. megszamlalhatoan végtelen halmaz Lebesgue szerint nullmértékd,

3. 1étezik kontinuum szdmossagu Lebesgue szerint nullmértékd halmaz, (pl. Can-
tor-féle halmaz,)

4. Lebesgue szerint nullmértékd halmaz minden részhalmaza is nullmértékd,

5. megszdmlalhatdéan sok Lebesgue szerint nullmérték halmaz uni6ja ugyancsak
Lebesgue szerint nullmérték.

Tétel 7.7: Lebesgue tétele

Egy zart intervallumon korlatos fiiggvény ott Riemann-integralhat6 akkor és csak ak-
kor, ha a fiiggvény egy Lebesgue szerint nullmértéki halmaz pontjaitol eltekintve foly-
tonos, ilyenkor azt is mondjuk, hogy a fliggvény majdnem folytonos.

Tétel 7.8: A Riemann-integral tulajdonsagai

Ha f,g € R[a;b], 1 € R, c € (a; b), akkor

b b
additiv: f+gdx—f fdx+f gdx,
a

homogén: f A-fdx=4 f fdx,
a

b b
additiv az integracios intervallumra: f fdx = f fdx+ f fdx.
a a C
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7.4 Hatdrozott integrdl

Tétel 7.9: Integralszamitas alaptétele

Ha f € R[a; b], valamint f korlatos (Vx € [a; b] esetén m < f(x) < M), akkor

b
m(b_a>sf f <M -a)

b
1. Haf>0,f€.’R[a;b],akkorf f>o.
a
b b
2. HafZg,f,geR[a;b],akkor/ fz] 8.
a a

[

3. Ha f € R[a; b], akkor |f| € R[a; b] és

sfabm

Tétel 7.10: Kozépértéktétel folytonos fiiggvényekre

Ha f : [a;b] — R folytonos az [a; b] intervallumon, akkor 3¢ € [a; b] hogy:

b
ff=f(c)-(b—a).

7.4.2. A Newton-Leibniz-formula

Definicié 7.9

Ha f € R[a; b], akkor

Definicié 7.10: Teriiletméro fiiggvény

Az f fiiggvény teriiletméro fiiggvénye:

F(x) = / f()dt.

Legyen f € R[a;b] és F az f fliggvény teriiletméré fliggvénye, akkor F egyenletesen
folytonos az [a; b] intervallumon és ha f folytonos az x pontban és F differencialhato
az x pontban, akkor F'(x) = f(x).

69



7 Integralszdmitas

Tétel 7.12: Newton-Leibniz-formula

Legyen f € R[a;b] F : [a;b] — R folytonos az [a; b]-n és differencidlhaté az (a; b)-n,
valamint F'(x) = f(x) Vx € [a; b], ekkor

b
o

b b
| 1o =Fe - @) = o) = [F]

Ha az G fliggvény az f fiiggvény primitiv fiiggvénye, akkor az aldbbi egyenldség is igaz:

b
G(b) — G(a) = f f(x)dx.

Tétel 7.13: Helyettesitéses integralas

Tegylik fel, hogy g : [a;b] = [c;d]és f : [c;d] — R, tovabba g'(x) folytonos az [a; b]-n
f pedig folytonos a [c; d]-n. Ekkor:

b g(b)
f F(e()) - (¥ dx = f Fod
a g(a)

7.4.3. Improprius integral

Definicié 7.11: Impropius Riemann-integral

Legyen a,b € Ry, a < b, és tegyiik fel, hogy V[x;y] C (a;b) esetén f € R[x;y]
(x,y € R), és dc € (a; b), hogy

c y
lim f f@®)dt és lim f f()dt
x=a ). y—=b c

hatarértékek végesek, ekkor az

c X
I= lim/ f()de + limf f(t)dt
x=a ). x—b .

osszeget az f fliggvény improprius integraljanak nevezziik az [a; b]-n.

Azt is mondjuk, hogy az f fliggvény improprius Riemann-integralja konvergens az
(a; b)-n.

Ha az elsé feltétel teljesiil, viszont a hatarértékek divergensek, akkor az f fliggvény
improprius Riemann-integralja divergens.

Az integral értéke nem fligg c megvalasztasatol.
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7.4 Hatdrozott integrdl

Ha az f nem korlatos a y € (a;b) pont kornyezetében, akkor az [a; b]-t két részre
bontjuk ugy, hogy y osztopont legyen:

b y b
o=l
a a 4
Szamitsuk ki az al4bbi integralok értékeét:
o0 [0e] 1
f e *dx, f —dx
0 1 X
Az elsé integral értéke:
o] a a
f e *dx = lim e *dx = lim [—e‘x] =lim —e%+e=0+1=1.
0

a—>oo 0 a—>oo 0 a—->oo

A masodik integral értéke:

a— oo a—oo a—>oco A

f —dx—hm —dx_lim ——] 11m——+1_0+1_1
1

7.5. Felkésziilést segito kérdések

Definidlja a primitiv fliggvény fogalmat!

Definidlja egy f fiiggvény Darboux-féle alsé és fels6 integraljat!
Mondja ki a Riemenn-integralhat6sag kritériumait!

Mikor neveziink egy halmazt Lebesgue szerint nullmértékiinek?
Mit neveziink egy f fliggvény teriiletmérd fliggvényének?

frja fel a Newton-Leibniz-formulat!

SN s e

Definiélja az improprius integral fogalmat!
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