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13.1. Paraméteres hatarozott integral minimuma

Legyen f(x) = x* — 2x2 = x2(x? — 2). A fiiggvény negativ pontosan a (—/2,\/2) interval-
lumon, a végpontokban nulla, azon kiviil pozitiv. Ezért az

b
I(a,b) = / f(x)dx, a<b,
a
integral akkor a legkisebb, ha a teljes negativ részt integraljuk, pozitiv részt pedig nem ve-

sziink hozza. Tehat
a= _\/57 b = \/E .

Az integrandus paros, igy a minimalis érték

V2
Loy = Zf (x* = 2x?)dx
0

_2[x5 2x3]ﬁ 16V2
B 15 |

13.2. Improprius integralok

a) A fels6 hatar végtelen:

© dx T
= lim [arctan x|R = | = |
/(; 1+ x2 R—>oo[ |

Az integral konvergens.

b) A fiiggvény a bal végpontban nem korlatos, ezért

1
X _ Jim [2v/x] =[2]
NE:

0 e—=0+

Az integral konvergens.

c) A bal végpontban polus van:

0
dx )
[2 Y > = E]ilgl+[ln(x + 2)]92_}_8

= lim(In2—1In¢) = +c0.
e—>0t

Ezért az integral .
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d) Legyent =1/x — 1, vagyis x = t* + 1 és dx = 2t dt. Ekkor
dt

— =2 =[xl
fl wx—1 /0 1+ ¢2

e) Egy primitiv fliggvény
e—x
fe‘x cosxdx = T(sinx —cosx) + C.

Mivel az exponencidlis tényez6 a végtelenben nulldhoz tart,

i 1
f e *cosxdx = .
0 2

f) A bal végpontban xInx — 0, ezért

1
f Inxdx = 1ir(r)1+[xlnx—x]§ =[-1]
0 &

13.3. A parabolaiv hossza

Az f(x) = x? fiiggvény derivaltja f'(x) = 2x. Az ivhossz

2
=f V1 + 4x2dx.
0

Az u = 2x helyettesitéssel
1 | am—
E / 1+ u2du.

Felhaszndlva, hogy

f\/1+u2du = (u\/l+u2 +arsinhu)+C,

1
2

kapjuk

L:ﬁ+§arsinh4:\/ﬁ+§m<4+m.

13.4. A ciklois egy ivének hossza

A paraméterezés derivaltjai
Xx(t) = a(1 —cost), y(t) = asint.

Ezért a sebesség nagysaga

VX2 +y?% = a\/(l —cost)? +sin®t

t
=aqa 2—2cost=2a}sin§‘.
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A [0,27r] intervallumon sin(¢/2) > 0, igy

m
L=2af sinzdt=.
0

13.5. A csonkakup térfogata

Vegyiik fel az x tengelyt a csonkakup tengelye mentén. A sugdr a [0,6] intervallumon line-
arisan csokken 5-r6l 2-re:

r(x)=5-— ;

Korongmddszerrel

6 12
ver [ (5-3) e
=T |25Xx — X"+ — =.
2 12 ],

Ez megegyezik a V = wh(R? + Rr + r?)/3 képletbe val6 kdzvetlen behelyettesités eredmé-
nyével.

13.6. A gomb térfogatképletének levezetése

Az R sugaru gombot az
y = VRZ — x2, —R < x <R,

felsd félkor x tengely koriili megforgatasaval kapjuk. A korongmodszer alapjan

R R
V:nf yzdx:nf (R? — x*)dx
- -R

R

3 3

3R
=7T[R2x—x—] _ 2R3,
R

13.7. Siktartomany sulypontja

Az f(x) = x°, az x tengely és az x = 1 egyenes dltal hatarolt tartomany 0 < x < 1 kozott
helyezkedik el. Teriilete
1
1
T = f x}dx = -.
o 4

folxx3dx s _ 4
T 1/4 5

A sulypont vizszintes koordinataja

Sy =
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a fliggbleges koordinatdja pedig

Tehat
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