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12.1. Elméleti Attekintd

Trigonometrikus integralas:

Trigonometrikus fliggvények integralasakor a tanult trigonometrikus azonossagokat
kell alkalmaznunk. Ezek koziil a legfontosabbak:

1 = sin® x + cos? x,

.2 1—cos2x

sin” x = ————,
2

2 1+ cos2x

cos™x = ————,

sin 2x = 2 sin x cos X,

cos 2x = cos? x — sin? x.

Amennyiben a szogfiiggvény fokszama paros, akkor a fiiggvényt a fenti trigonometri-
kus azonossagok segitségével at tudjuk alakitani.

Amennyiben a szogfiiggvény fokszdma paratlan (2k + 1), akkor azt felbontjuk egy 2k-
s és egy 1-es szogfiiggvény szorzataként, majd a mar paros fokszdmu tagot az el6bbi
modszerrel tudjuk integralni.

Hatarozott integral:

Egy fiiggvény [a; b] intervallumon vett hatarozott integralja a Newton-Leibniz formula
alapjan

b
| feex =) - Fea)
a
ahol F(x) az f(x) primitiv fiiggvénye.
A hatérozott integralas sordn a hatarozatlan integralasnal tanult 6sszefliggéseket alkal-

mazhatjuk. Azonban két integralasi technikdndl kiilonosen figyelniink kell az integra-
l4si tartoményra:

b b b
« Parcidlis integralas: / fg' = [fg] - f f'g
a @ a

e l(b)

b
+ Helyettesitéses integralas: / f(x)dx = f flp(t)) - '(t)dt.
a p~1(a)
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Gorbe alatti teriilet:

A hatérozott integral segitségével a fliggvény gorbéje és az x-tengely altal bezart eldje-
les teriiletet tudjuk meghatdrozni. Amennyiben a fiiggvény képe a tengely alatt van,
akkor a teriilet negativ elgjeli lesz.

o
e |
[ NI
X
b c b
A= f(x)dx Asz(x)dx— f(x)dx

Két gorbe altal bezart teriilet:

f(x)

Két fliggvény altal bezart teriiletet a két fligg- a(x)

vény kiilonbségének integraldsival tudjuk meg-
hatérozni:

v

b
A= f 1G9 — g0

Paraméteres gorbe altal meghatarozott gorbevonall trapéz teriilet:

Egy v : (x(t); y(t)) gorbe ¢, és t, paraméterpontok kozotti gorbevonalu trapéz teriilete

ta
A= f 5(0) - Y] db.

t

Hatarozzuk meg a ciklois egy ¢t € [0; 27] intervallumhoz tartozé gorbevonalu trapéz
teriiletét!

A ciklois paraméteres egyenlete: Y
x(t) =t —sint, A
t)=1- L.
y(t) cos | <
27 27 27
Azf |x(t)-y(t)|dt=f (l—cost)zdtzf 1—2cost+cos’tdt =--- =37
0 0 0
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12.2. Feladatok

1. Hatdrozza meg az aldbbi trigonometrikus integralok értékét!

a) f cos® x sin x dx

b) f cos® x dx

c) f sin* x cos? x dx
2. Oldja meg az al4dbbi Osszetett integralasi feladatokat!

a) f sin/x dx

e) f(x2—3x+2)\/2x—1dx

3. Hatéarozzuk meg az alabbi hatarozott integralok értékét!

27
a) f cos x dx
0

1
b) f x sinh xdx
0

3
c) f V9 —x2dx
-3
4. Hatdrozza meg az f(x) = (x + 1) x (x — 2) fliggvény és az x-tengely altal bezart geo-
metriai teriiletet!
5. Adjamegaz f(x) = x* és a g(x) = 3x? — 2 fliggvények altal bezart teriilet nagysagat!

6. Adja meg egy a sugaru korvonal (x(t) = acost, y(t) = asint) alapjan a t € [0;27]
intervallumhoz tartoz6 gorbevonalu trapéz teriiletét!
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