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Utoljara frissitve: 2024. november 04.

11.1. Elméleti Attekintd

A parcialis integralas modszerének bevezetéséhez irjuk fel két fiiggvény szorzatdnak
derivaltjat:
(f() - 8(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).

Integraljuk x szerint az egyenlet mindkét oldalat:

f (F(0) - gx)) dx = f F) - g0 dx + f 0 200 dx.

Az integralas és a derivalds muiveletei egymds inverzei, igy az egyenlet bal oldala az
alabbi alakot olti:

£60) - 8x) = f P s f 0 - g dx

Rendezziik at az egyenletet:

f 00+ g0 dx = f(x)g(x) — f £ g0 dr.

Amennyiben bevezetjiik az f(x) = u, g(x) = v, du = udx, dv = vdx jeloléseket, akkor
megkapjuk a parcidlis integralas egy masik gyakran hasznalt alakjat:

fudv:uv—fvdu.

A parcidlis integralads modszerét az alabbi esetekben érdemes alkalmazni:

« polinom és trigonometrikus/exponencidlis fiiggvény szorzatanak integralésa:

fxsinxdx, /xcosxdx, fxexdx,

« exponencidlis és trigonometrikus fliggvények szorzatdnak integralasa:

/ e*sin x dx, f e* cos x dx,

« logaritmus fliggvények integralasa,

« egyéb esetek, ahol egy szorzatfliggvényt kell integralni.
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Egy racionalis tortfiiggvény polinomok hanyadosaként 4ll elé. Altalanos alakja:

_ He

R = 560

Amennyiben a nevez6 fokszama kisebb, mint a szamlal6é, vagyis deg P(x) > deg Q(x),
akkor a polinomosztas mddszeréhez kell folyamodnunk, mely elvégzése utan a tort-
fiiggvény az alabbi alakot olti:

_ 5()
R(X) = T(X) + @,

hol T(x) egy tjabb polinom, S(x) fokszama pedig mar kisebb, mint Q(x) fokszama.

Ezutan parcialis tortekké bontjuk a S(x)/Q(x) hanyadost, majd ezeket, illetve a T(x)
polinomot integraljuk.

Amennyiben a nevez6 fokszama nagyobb, mint a szadmlalé fokszama, vagyis deg P(x) <
deg Q(x), akkor polinomosztas nélkiil tudjuk parcialis tortekké bontani a fliggvényt.

A parcidlis tortekre vald bontdshoz az algebra alaptételét hasznaljuk fel, miszerint
barmely valds egyiitthatos polinom felbonthat6 elsé és masodrendu kifejezések szor-

zatéra, vagyis
p)=A- [Jex—a) J]C2+ pix+aq).
val6s gyokok komplex gyokok

Valos gyokok esetén a; maga a polinom gyoke, mig komplex gyokok esetén
x? + pix + q; = (x — z)(x — Z;) = x> — 2Re(z))x + |zi|*

Vegyiik példaul a p(x) = x> — 13x* + 73x3 — 193x2 + 232x — 100 polinomot, melynek
gyokei: x; =1, x, = 2, x3 = 2, x4 = 4 + 3i, x5 = 4 — 3i. Ekkor a polinom felbonthaté:

p(x)=(x—1)-(x—2)%(x2—6x + 25).
~—~——— e N—
X1 X2,X3 X4,X5
Hozzuk R(x) = T(x) + S(x)/Q(x) alakra (degS < degQ) az R(x) = P(x)/Q(x) fiigg-
vényt, ahol P(x) = x> — 12x% — 42 és Q(x) = x — 3. Végezziik el a polinomosztést:

(x3 —12x? +0x —42) + (x—3) = x2—9x —27.

x*-(x—3)> — (x* =3x> +40x +0x)
—9x?  +0x —42
—9x-(x—3) > — (-9x%? +27x +0)
—27x —42
—27-(x=3) > — (—27x +81)
—123
Az eredmény tehat:
R(x)=x2—9x—27—£.
x—3
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Félszoges tangens helyettesités:

Amennyiben trigonometrikus (sin x, cos x) fliggvényekbdl 4ll6 raciondlis tortfiiggvé-
nyeket szeretnénk integralni, akkor az alabbi helyettesités alkalmazasival kozonséges,
t-t6l fliggd raciondlis tortfliggvényeket kapunk:

t—tani — dx—z—dt
- 2 142

Ilyen esetben a sin x és cos x trigonometrikus fiiggvényeket a kovetkezé modon helyet-
tesitjiik:

2t 1-—¢?
Tre & OSX=1e

Egy ilyen integral dltalanos alakja:

. 2t 1—t*\ 2dt
fR(mnx,cosx)dxsz(l_Hz,1+t2>1+t2-

sinx =

Félszoges tangens helyettesités levezetése:
Hasznéljuk az aldbbi trigonometrikus azonossagokat:
sin x = 2 sin(*/2) cos(*/2),
cos X = cos2(*k) — sin?(xf),
1 = cos?(¥/2) + sin*(*).

Ezek alapjan a sin x és cos x trigonometrikus fliggvényeket a kovetkezé mdédon helyet-
tesithetjiik:

) sin x 2sin(¥2) cos(*2) *  2tan(¥/) 2t 1/ COSZ(l/x))
SIin x = = = = , e — 7
1 cos?(x/2) + sinZ(X/z) 1+ tan?(x2) 1412 1/ cos?(Y/x)
cosx = SO8X _ cos?(x/2) —sin®(x2) = 1—tan?(xh) 1 — 12 .. 1/ cosz(l/x))
1 cos2(x2) + sin®(¥2) 1+ tan?(x2) 1+162 " 1/cos?(Yx)
Végiil pedig ¢t = tan(*/2) alapjan:
Xx = 2arctant dx 2 - dx= 2dt
- dt — 1+1¢2 T 1422

A koszekans integralasa:

1 1+¢% 2dt dt
cscxdx = —dx = L = —:1n|t|+C:1n|tan§|+C
sin x 2t 1+1¢2 t 2
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,_f Félszoges tangens helyettesités geometriai levezetése L

L 2

A k egységkor egyenlete a £7 koordinata-
nT e.- rendszerben:

“(52”72) k:&+n=1

Az e egyenes atmegy a (—1;0) ponton,
meredeksége pedig t. Egyenlete:

§ e:n=t+1).

Helyettesitsiik be az egyenes egyenletét a
kor egyenletébe:

E+@¢+1))r=1

Fejezziik ki a &, majd »n koordinatakat a ¢ fiiggvényében!

0=82+12((+1)?-1=E2+282+ 22+ 12 -1 =1+ D)2+ 212 + 12 -1

Hasznaljuk a méasodfoku egyenlet megoldoképletét!

¢ = 22 +\/44—4Q+ )2 —1) -2\ —(t4—1)  +1 -1
12 — -

2(1 + £2) 1+ 2 1412

Az egyenlet egyik megoldasabol visszakaphatjuk a (—1;0) pontot:

—1—1¢t?
§1=W=_1 - m=t5E+D)=t(-1+1)=0.

A masik megoldasbdl pedig a (&,; n,) pontot:

1—¢? 1—¢? 1—24+1+41¢2 2t
= =t )=t 1)=t¢ = :
©=izg — Mm=HU&*D (1+t2+) ( 1+1¢2 1+1t2

A kék haromszog alapjan:

A piros haromszog alapjan:

2t cosx—g—l_tz
1+ 2’ I T

sinx =1, =

A két haromszog bejelolt szogeinek ardnya kertileti és kozépponti szogek tételébdl ko-
vetkezik, amely kimondja, hogy adott korben adott ivhez tartozoé kertileti szog mindig
fele az ivhez tartoz6 kozépponti szognek.
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Félszoges tangens hiperbolikusz helyettesités:

A trigonometrikus fiiggvényekhez nagyon hasonl6 ez az eset is, viszont itt hiperbolikus
(sinh x, cosh x) fliggvényekbdl 4ll6 raciondlis tortfiiggvényeket szeretnénk integralni.

A helyettesités:
2du

1—u?
Ilyen esetben a sinh x és cosh x hiperbolikus fliggvényeket a kovetkez6 mdédon helyet-
tesitjiik:

u=tanh§ - dx=

2u és coshx = L+
1—u? C1—wu?

Egy ilyen integral altalanos alakja:

2
fR(sinhx;coshx)dx:/R(lzu 1+u) 2du

sinh x =

—u2’1—u?)1—-u?

Félszoges tangens hiperbolikusz helyettesités levezetése:
Hasznéljuk az alabbi hiperbolikus azonossagokat:
sinh x = 2 sinh(*/2) cosh(*/2),
cosh x = cosh?(*) + sinh*(x/),
1 = cosh?(x) — sinh?(x2).

Ezek alapjan a sinh x és cosh x hiperbolikus fiiggvényeket a kovetkezé modon helyet-
tesithetjiik:

. sinh x 2 sinh(*/2) cosh(*/2) 2 tanh(*/2) 2u
sinh x = = > — = 5 = 5
1 cosh®(¥2) —sinh“(¥2) 1—tanh*(xp) 1-—u
2 .o 1.2 2 2
cosh x = coshx  cosh”(¥2) +sinh“(x2) 1+ tanh“(x2) 1+u

1 cosh?(¥s) —sinh?(¥2) 1-—tanh’(¥p) 1—u?’

Végiil pedig u = tanh(x/2) alapjan:

d_x_ 2 2du
du  1-u2 T 1-—u2

x = 2artanhu -

A koszekans hiperbolikusz integralasa:

1 1—u? 2du du X
fcschxdx—fsinhxdx—f 1 7—ln|u|+C—ln|tanh§|+C
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,_f Félszoges tangens hiperbolikusz helyettesités geometriai levezetése \_)

. Az egységhiperbola egyenlete a &7 koor-

dinatarendszerben:
h:&—n?=1.

Az e egyenes atmegy a (—1;0) ponton,
meredeksége pedig u. Egyenlete:

o 1 cosh x £ e:n=ul+1).

Helyettesitsiik be az egyenes egyenletét a
hiperbola egyenletébe:

E—wE+1))P=1

Fejezziik ki a &, majd » koordinatakat a u fliggvényében!
0=82—-u(+1)2-1=8E - -2t -’ -1=(01-u?)&?-2u?E—-u*-1

Hasznéaljuk a masodfoku egyenlet megolddképletét!

2u? ++/4ut + 4(1 — u2)(u? + 1) _u? ++/(ut + (1 —u?)) 1+ u?
2(1 — u?) B 1—u? o1 —u?

512 =

Az egyenlet egyik megoldasabol visszakaphatjuk a (—1;0) pontot:

ft=——=-1 > m=ul€+)=u(-1+1)=0.

A masik megoldasbdl pedig a (&,; 1,) pontot:

1+ u? 1)_u(1+u2+1—u2)_ 2u

1+u?
= = 1 =

T 1—u2

&

Hasonl6 haromszogek alapjan:

u= _sinhx = tanh =
" 14coshx 2"

Az egységhiperbola parametrikus egyenlete alapjan:

1+ u? 2u
coshx=§& =—— és sinhx=n9n=——.
ex/2 _ e—x/z ex/2 + e—x/z eX — X B (ex _ e—x)/z B sinh x

X
tanh o . — = —
2 eX2 4 e-xX/2 @x/2 4 e-x/2 24 eX+4e X 14 (eX+e*)/2 1+coshx
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Specialis helyettesitések osszefoglalé:
 R(sin x;cos x)

2t sinx = 2 CoSX = 1
1+ 2 T 14122 T 1412

X
t=tan= dx=
2

« R(sinh x;cosh x)

X 2du
=tanh= dx=-—— sinhx=
u 2 X 1—u? X 1 —u? 1 —u?

« R(e*;e%%;...)

- R(V1—x2)
X =sint t=arcsinx dx= m-dt
1 =cos?t + sin®¢
« R(x;\x2+1)
x =sinht ¢t =arsinhx dx= \/T-I-l-dt
1 = cosh?t — sinh* ¢

o R(x%e;x%;..)
x =1t dx=cx!""dt

At = tan(x2) és u = tanh(*/2) helyettesitésekhez tartozo levezetéseket nem sziikséges
fejbdl tudni, csupdn a megértés érdekében szerepelnek az elméleti attekintében.
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11.2. Feladatok

1. Hatarozza meg az alabbi integralok értékét! (Ajanlott mddszer: parcidlis integralas.)

a) fxcosxdx

b) f(x2 —1)sin3xdx

c) f Inxdx

d) f x arctan x dx
e) f e*sin xdx
f) f sin® x dx

2 f GATCCOS Xy

2. Integralja az alabbi raciondlis tortfiiggvényeket!

2) X3 —9x2 +27x — 26
—7x+12

x3 —2x? +4
b
)f B—2p &
o) 3x -2
x2+4x+8

3. Hatarozza meg az alabbi integralok értékét! (Ajanlott modszer: helyettesitéses integ-
ralas.)

1
2) f5+3cosxdx

b) 1
1 + cosh x + 2sinh x
c) f

1
d -
)f\/}(1+§/§)

e*+2
2 ex+e2x

dx

X
dx
—-X
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