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11.1. Parcialis integralas

Minden eredményben C € R tetszéleges integracios allando.

a) Vdlasszuk u = x és dv = cos x dx fiiggvényeket. Ekkor du = dx és v = sin x, tehat

fxcosxdx =xsinx+cosx+ C|

b) El6szor legyen u = x2 —1ésdv = sin 3xdx. Ekkor du = 2xdx, v = — cos 3x/3, ezért

2

-1 2
/(xz—l)sin3xdx=—x 3 cos3x+§]xcos3xdx.

A megmaradt integralra jra parcidlisan integralunk:

1
fxcos3xdx = gsin3x+ §cos3x.

x? —

1 2 2
cos3x+Fxsin3x+Ecos3x+C.

f(xz— 1)sin3xdx = —

¢) Az 1 -Inx szorzatra alkalmazzuk a médszert (x > 0):

flnxdx:xlnx—x+C.

d) Legyen u = arctan x és dv = xdx. Ekkor du = dx/(1 + x?) és v = x2/2. Tovabba
xX2/(1+x?)=1-1/1 + x?), ezért

xarctan xdx = x? arctan x 1 x? dx
) 2] 1+x2

2

x“+1 X

= arctanx — = + C|.
2 X—3*

e) Jelolje I = [ e* sin x dx. Kétszeri parcialis integralas utan
I=e*sinx—e*cosx—1,

tehat

, ex .
fexsmxdx = ?(smx—cosx)+C.
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f) Asin®x = (1 — cos 2x)/2 azonossagbol

.2 x sin2x
sin“xdx = = — C\
_[ 2 4 +

g) Legyen t = arccos x, igy x = cost és dx = —sin ¢t dt. Ezutan
et
/earccosx dx = — / etsintdt = E(cost —sint) + C.

Visszahelyettesitve, —1 < x < 1 esetén

parccos x
/earccosx dx = <x — m> +C\

2

11.2. Racionalis tortfiiggvények

a) A nevezd (x — 3)(x — 4). Polinomosztas és parcialis tortekre bontas utan

x3—9x24+27x —26 1 2
=x—-2- + .
x2—7x+12 x—3 x-—-4

Tagonként integralva

2
%—2x—ln|x—3|+21n|x—4|+C.

b) A nevezdében az x hdromszoros, az x — 2 kétszeres gyoktényezd. A felbontas

o441 01 1 1 1

x3(x—2)2  4x  x2 x3 4(x-2) 2(x—-2)?
Ezért

1 1 1

-1 - ——ZIn|x-2 C

7 0¥ 2 a2 a5

c) A nevez6t négyzetté egészitjiik:
X’ +4x+8=(x+2)7>+4,

és a szamlalot a nevezd derivaltjdhoz igazitjuk: 3x — 2 = %(ZX +4) — 8. Igy

2
=z Cl|
x2+4x+8 2 )+

3x -2 3
fx—dx— ln(x2+4x+8)—4arctan<x+
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11.3. Helyettesitéses integralok

a)

b)

C)

d)

e)

Legyen t = tan(x/2). Ekkor

1—1¢2 N 2dt
142’ 14+ t2

dx _ dt
5+3cosx | t2+4

1 1 X
=|= arctan(— tan —) +C\|

COS X =

Ezért

2 2 2

Az eredmény az eredeti integrandus folytonossagi intervallumain, megfeleld integra-
cios allandodval értendd.

Legyen u = tanh(x/2). Ekkor

2
u 2u 2du
h :—, i h :—’ d = ¢
coshx = ——5, sinhx=—073 X=1—3

gy

dx du 1 X

= =|=In|1+ 2tanh = .

f1+coshx+251nhx f1+2u T tan 2 +C

A valés integrandus természetes tartomanyan 0 < x < 1. Legyen x = sin’¢, ahol
t € (0,7/2). Ekkor

[ x
—— =tant, dx = 2sintcostdt.
1—x

f1/lfxdx=arcsin\/§—\/x(1—x)+C.

A gyokkitevk nevezdinek legkisebb kozds tobbszorose 6, ezért legyen x = t° (¢ > 0).

Ekkor q 5
X t 1
fm—6fmdt—6f(l‘1+tz)dt-

Visszahelyettesitve

Ezért

6%/;—6arctan‘§/)_c+c.

Legyen t = e*, igy dx = dt/t. Ekkor
e +2 t+2
fex+e2xdx_/t2(1+t)dt

1 1 2
_f<H—1_?+t7)dt'

‘1n(1+ex)—x—2e‘x+C‘.

Tehat
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