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Utoljara frissitve: 2024. oktéber 20.

8.1. Elméleti Attekintd
Implicit fiiggvények differencialasa:

A korabbiakban y = f(x) alaku fiiggvényeket vizsgaltunk. Az ilyen fiiggvények az
x — f(x) hozzarendelés alapjan egyértelmtien megadjak, hogy az egyes 6sképekhez
(x € D) milyen értékek tartoznak (y € Ry).

El6fordulhat azonban olyan eset, amikor nehéz, vagy éppen lehetetlen explicit alak-
ban megadni egy gorbét. Ennek a problémdanak a feloldasara vezessiik be az implicit
fiiggvények fogalmat. Az ilyen fliggvények esetén az 6sképek és képek kozotti kap-
csolatot az F(x;y) = 0 egyenlettel adhatjuk meg.

Ilyen fliggvények differencidlasakor mindig az Osszetett fliggvények derivalasi szaba-
lyait kell alkalmazni:

g =gy

Implicit fiiggvény derivaltjai a parcidlis derivaltak segitségével is meghatarozhatdak.
Parcidlis derivalas soran az F(x;y) fiiggvényre tgy tekintiik, mintha az x és y valtozoi
fiiggetlenek lennének egymastdl. Az x szerinti parcidlis derivalt esetén y-t, az y szerinti
parcilis derivalt esetén pedig x-et konstansként kezeljiik.

Az x szertini derivalt;

elp L olF
ox Jy

, , _dy OF/ox K
y=0 = Y ER T wey TR

Az y szerinti derivalt pedig:

ox dy ~dy  9F/dx  FE

Az (f(x))8™) tipusu fiiggvényeket az implicit fiiggvény derivalasi szabalyai szerint is
differencidlhatjuk.
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Hatarozzuk meg az In™ x fiiggvény derivéltjat!

y=lnxx —- Iny=xlnlnhx - y—=1.1n1nx+x.i.l
Inx x

U

! = In* L)
y =Iln x<lnlnx+1nx

A feladat az el6z6 gyakorlaton tanult moédszerrel is megoldhato:

=@ y'=exmlnx<1-lnlnx+x-L-l>=lnxx<lnlnx+i).
Inx x Inx

Inverz fiiggvény differencialasa:

Fiiggvény invertdldsa sordn a filiggvény gorbéjét tiikrozziik az y = x egyenesre. Jele:
f~1(x). Amennyiben az eredeti fiiggvény differencialhat6 az x,, pontban, és f'(x,) # 0,
akkor az inverz fliggvény derivaltja az y, = f(x,) pontban:

df'(x) 1
dx F(xo) NEED

Az inverz fiiggvény létezésének sziikséges feltétele, hogy az eredeti fiiggvény bijektiv
legyen.

Paraméteresen megadott fiiggvények differencialasa:

Paraméteresen megadott fliggvények esetén egy paraméteriink (), viszont kett6 egyen-
letlink (x(t) és y(t)) van. Az x szerinti derivalt:

dy dy dt _ djar _y
dx dt dx dx/ar X%’

Az y szerinti derivalt pedig ennek a reciproka:

dx dx dr _ dx/qr X

a_a'@_d}’/dt_y'

A masosik derivaltak:

. d (dy d (y
@_dy’_dy’_g_(y’)_E(?)_E(E)_ﬁfc—yx
dx2 dx dt dx x  x = x X3

. d (dx d (%

d?x _dx’ _dx’ dt _ (x') _ ar 7)_5(;)_5@'—;@
dy2 dy dt dy y ¥y — y
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Tétel 8.1: L’Hopital-szabaly

Legyenek f és g differencidlhatéak az ¢ € R, pont egy kornyezetében (a-ban nem
sziikségképpen), tovabba g(x) # 0és g'(x) # 0 és

lim f(x) = lim g(x) = 0, vagy lim | f(x)| = lim |g(x)| = o0
X—=>a X—=>a panded panded

ekkor, ha lim S ) = B, akkor lim ——= fx)
x—a g'(x) x—a g(x)

= B.

Tétel 8.2: Rolle-tétel

Legyen f folytonos [a; b] intervallumon és differencialhaté (a; b) intervallumon, tovab-
ba f(a) = f(b) = 0, ekkor 1étezik & € (a; b), melyre teljesiil, hogy

f©=

Tétel 8.3: Lagrange-féle kozépértéktétel

Legyen f : I C R — R folytonos [a; b] intervallumon és differencialhaté (a; b) inter-
vallumon, ekkor 1étezik olyan 6 € (a; b) hogy

fi5)= 1O=S@

Tétel 8.4: Cauchy-féle kozépértéktétel

Legyen f és g fliggvények folytonosak [a; b] intervallumon és differencialhatoak (a; b)
intervallumon, valamint tegyiik fel, hogy g'(x) # 0 barmely x € (a; b) esetén. Ekkor
1étezik olyan » € (a; b) hogy

fb) - f@ _ f'®
gb)—gla) g’
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8.2.

10.

Feladatok

. Hatéarozza meg az alabbi fliggvény derivaltjait! (y' = dy/dx és x’ = dx/dy)

F(x;y) =x*y +5y’x—4=0

Hatarozza meg az alabbi fliggvény els6 és masodik derivaltjait, valamint az érintdjé-
nek egyenletét a P(1;1) pontban!

Iny+xy=1

Hatéarozza meg az x* + y* = 25 kor azon pontjait, amelyekben a kor érint6jének
meredeksége 3/4!

[rjafel az f(x) = 5x3 + x — 7 fiiggvény inverzét, és annak derivaltjat! Adja meg ennek
értékét az f(x,) pontban, ha x, = 1!

Hatarozza meg az alabbi paraméteresen megadott fliggvény x szerinti els6 és masodik
derivaltjat. Mekkora lesz az érint6 meredeksége a t = 77/6-hoz tartozé pontban?

x(t) = et cost
y(t) = e!sint

Hatarozza meg az aladbbi paraméteresen megadott kor azon pontjait, ahol az érint6
meredeksége 3/4!

x(t) = 5cost

{ y(t) = 5sint

Hatarozza meg az alabbi hatarértékeket a L’Hopital szabaly segitségével!
. 3¥ —x3 ¢) limxInx
) lig = 353
3 X
- In(x—3) D Jmx
b) lim —=
e) lim ( — = )
x—0 X Sin x

. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhat6-e a L'Hopital szabély az alabbi hatarértékek kisza-

mitasara! Ha igen, alkalmazza, ha nem, indokolja meg!
x? sin(1/x)

x—0 sin x

A Rolle-féle kdzépértéktétel segitségével bizonyitsa be, hogy az f(x) = 3x° + 15x — 2
fiiggvénynek egy valos gyoke van!

Hatdrozza meg az alabbi fiiggvény lokalis széls6értékeit!
3
x
f(x) - x2 —x = 2
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