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Matematika G1 — Kalkulus
Utoljara frissitve: 2024. oktober 19.

7.1. Elméleti Attekintd

Definicié 7.1: Differencialhanyados

Ha létezik és véges a
. f(x) — f(a)
x—a X—a
hatarérték, akkor azt az f fliggvény a pontbeli differencidlhdnyadosinak, vagy az a
pontbeli derivaltjAnak mondjuk.

Jelolése:

vagy dﬁ;a) o

f(a)

A differencidlhdnyados 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az f fiiggvény folyto-
nos legyen az a pontban.

Fontosabb fiiggvények és derivaltjaik:

fx) f'x) f)  f'(x) fx)  f'x)
eX eX a® a*lna x* n-x"1
1 1 xH/n=1
In x — log x b
€a xlna V_ n
A konstans filiggvény derivaltja zérus.
Trigonometrikus fiiggvények és derivaltjaik:
cotx f | ) f | f)
. ] 1
sin x COS X arcsin x
tan x /1 — x2
sin x cosx | —sinx arccosx | — !
COS X 1 V 11— x2
tan x arctan x
cos? x 1+ x2
1 1
cotx | —— arccotx | —
sin“ x 1+ x2
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Hiperbolikus fiiggvények és derivaltjaik:
f&) | f'(x) f) f'(x)
cosh x / sinhx | coshx arsinh x 1
/. VxZ+1
sinh x 1
coshx | sinhx arcosh x (x>1)
1 !
tanh x > artanh x (Jx| < 1)
cosh1 x 1 1 x2
cothx | — 5 arcoth x (Jx| > 1)
sinh” x 1—x2
Hiperbolikus azonossagok:
. e —e* e te™
sinh x = > coshx = >
sinh x = —isin(ix) cosh x = cos(ix)
sinh? x = cosh2x —1 cosh? x — cosh2x +1
2 2
sinh 2x = 2 sinh x cosh x cosh 2x = cosh® x + sinh® x
1 = cosh® x — sinh®x
Miiveleti szabalyok:
Konstans kiemelheto: (cf) =cf’ i(cf)) = cﬂ
| B dx T Tdx
< d d
« Osszeg- és kiilonbségfiiggvény: (ftg) =f"+¢ dix(f +g) = é + £
L Vo , d _df dg
» Szorzatfiiggvény: (foy =fe+fg L (fo=q8+fg
df g fdg
; G f)'_f’g—fg’ d(f)_a Ydx
Hanyadosfiiggvény: (g = 7 ol = 7
Lancszabaly:
A lancszabdly segitségével Osszetett fliggvényeket tudunk differencidlni. Az 6sszefiig-
gést harom kiilénboz6 jelolésmoddal is felirhatjuk:
!/ ! ! ! !/ ! d d d
(GO = FGW)-g) vagy (fog) =(o)g vagy LB -ILE.E
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Elemi atalakitasos modszer:

Elé6fordulhat olyan eset, hogy (f(x))8*) alaku fiiggvényeket kell differencidlni. Ebben
az esetben az aldbbi 4talakitast alkalmazzuk:

g(x) — LIn(f(x)8® _ ,g(x)In f(x)
(f(x)) e e .

Az e8I f) fijgovény derivaltja a 1ancszabaly segitségével:

((FO)ED) = (e8I FIY
= ) (g () In S + g )
)
709 )

= (f(x)8® (g'(x) In f(x) + g(x)

Hatarozzuk meg az In™ x fiiggvény derivaltjat!

Az In* x fiiggvényt eX 1?10 * alakra hozva, a ldncszabaly segitségével differencialhato:
(lnx x), — (exln lnx)'

1 1
= exlnlnx<lnlnx+x- L —)
Inx x

1
= lnxx(lnlnx + —)
Inx
Geometriai alkalmazas:

Az f fiiggvény a pontbeli érintdjének egyenlete onnan kovetkezik, hogy f’ = m, ahol
m a meredekséget jeloli, az y = m - x + b egyenes egyenletébdl levezetve:

fl@=f(@-a+b - b=fla)-[(a)a

és mivel
(a;f(a))ey=m-x+b
!
y=fa)-x+fla)—f'(a)-a
Ebbdl atalakitva:

y=f(a- (x-a)+ f(a)

Az (a; f(a)) pontbeli normalis egyenlete:

M=f’_Til)’ és (a;f(a)€ey=M-x+B,
-1
y=m'(x—a)+f(a)~
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7.2. Feladatok
1. A differencidlhanyados definicidja segitségével hatdrozza meg az f(x) = x" fiiggvény
derivaltjat az x = x, pontban!
2. Differencialhatoak-e az alabbi fliggvények az x, = 0 pontban?

sinfx, hax<o0 arctan x, hax>0
x2, hax >0 b) f(x) =10, hax=0
xX+x+1, hax<0

a) f(X)={

3. Adjon példat olyan fiiggvényekre, melyek Vx € R valos szdmra értelmezve vannak és
teljesil, hogy ...

a) f mindenhol folytonos, de az x, = 1 pontban nem differenciilhato,
b) f mindenhol differencidlhatd, de az x, = 1 pontban nem folytonos,
c) f mindenhol differencidlhaté és f” is folytonos,

d) f mindenhol differencialhatd, de f’ az x, = 0 pontban nem az.

4. Mutassa meg, hogy az aldbbi fiiggvényre igaz, hogy bar differencidlhat6 az x, = 0
pontban, viszont 1étezik az x, tetszélegesen kis kdrnyezetében olyan pont, ahol nem
differencialhato.

x?|sinl/x|, hax#0

e = {0, hax =0

5. Differencidlja az alabbi fiiggvényeket!

a) f(x) = (6x7 4+ 7x* + 2x2) + sin® x + cos? x

b) g(x) =Inx-e* + x%cotx + x~1/3

(3x + x?) - sinh x - arctan x
(1 + cosx) - artanh

d) i(x) = V1ncos? x4

c) h(x) =

x2+3

e2x

e) j(x) = Inarcsin
f) k(x) =x*
g I(x) = (x* + 10>
6. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények n-edik derivaltjat!
a) f(x)=x" b) g(x) =sinx
7. Irjafel az f(x) = 2x® + 3y/x — 3/2x fiiggvény x, = 1 pontban 1év6 érints egyenesének
egyenletét! Adja meg az érint6re merdleges egyenes egyenletét is!

8. Hatdrozza meg azon pontok halmazat, melyekben az x> + y? = 25 kor érint6je par-
huzamos a 3x — 4y + 7 = 0 egyenessel.
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