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I8 VVektorok

Matematika G1 — Analitikus geometria
Utoljara frissitve: 2024. szeptember 11.

1.1. Elméleti Attekintd

Definici6é 1.1: Vektor
Egy (vy, Uy, U3) valos szamokbol allo rendezett szimharmast a térben (R3) vektornak

neveziink. Jelolése: v (nyomtatott széveg), v / U (kézzel irott szdveg).

A vektorok geometriai értelemben olyan irdnyitott szakaszok, melyeknek hossza és

irdnya van.

Vektorok megadasa:

Egy tetszéleges v (vy;U,;03) vektor a I=(1;0;0)

standard normaélis bazisban j=(0;1;0)
k =(0;0;1)

A

v =0l + v, + vsk.

Vektorok tipusai:
« kotott vektor: fix kezd6ponttal rendelkezik,

« szabad vektor: nincs fix kezdépontja,
« helyvektor: olyan kotott vektor, amelynek kezd6pontja az origo.

Vektor hossza:
[v| =/ V7 + V3 + V2.

« Ha |v| = 0, akkor v nullvektor. (Jele: 0)
« Ha|v| = 1, akkor v egységvektor.

A nullvektor irdnya nem definidlt.

Egy adott v vektorhoz tartozé egységvektor:
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Haromszog-egyenlotlenség:

Minden u, v vektorparra igaz, hogy

|lu+v| < |u|+|v|.

Paralelogramma-szabaly:

Ha az u és v vektor kiillonboz6 allasu, akkor a két
vektor Osszegét megadja az u és v vektorokkal, mint
oldalakkal szerkesztett paralelogrammanak azon at-
16ja, amely a kdzos pontbdl indul.

y
Vektor koordinatatengelyekkel bezart szoge:
Py
U; U, U3 X
COSp, = — COSQ, = — COSQ, = — x R
§0x |v| qoy |v| qoz ?

?
0] 2/ %

Kollinearitas:

Az u és v kollineérisak, ha v el64ll u és egy 4 € R szorzataként. Amennyiben 4 > 0,
akkor a két vektor azonos iranyu.

Komplanaritas:

Tetsz6leges szamu vektor komplandris, ha azok egy sikban helyezkednek el.

Definicié 1.2: Linearis fiiggetlenség

Egy {v;; vy; ... ; v, } vektorrendszer linedrisan fliggetlen, haa A, v, +4,0,+---+ 4,0, = 0
egyenletnek csak a trividlis megoldasa létezik. (AzazA; =4, = --- =1, =0.)

« A nullvektor minden vektorral linedrisan fiiggé.
« Két vektor akkor lineérisan fiiggetlen, ha nem kollineéris.

« Ha két vektor nem kollinearis, akkor egyértelmien meghatiroznak egy sikot,
azaz barmely veliik koplanaris vektor el6allithaté a két vektor linearis kombin4-
ciojaként.

+ 3D koordinatarendszerben 3-nal tobb vektor biztos, hogy lineédrisan osszefiiggo.
(Feltéve, hogy nincs koztiik nullvektor.)

 3vektor linedrisan fiiggetlen ha nem koplandris. (3D-ben)
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Vektorok osszege és kiilonbsége:

U+ v=(u; +v;uy+ Uy Uz + V3)
u—v=(u —U;;Uy — Uy Uz — U3)

« Kommutativ. u+v=v+u

« Asszociativ: (u+v)+w = u+(v+w)

Skalarral valo szorzas:

Skalarral valé szorzas esetén a vektor (v) minden koordinatajat megszorozzuka 1 € R
skalarral, vagyis:
u = Av = (Avy; Avy; Avs).

A skalarral valé szorzas eredménye egy vektor, melynek hossza az eredeti vektor
hosszanak skalarszorosa.

Vektorok skalaris szorzata: (Scalar / Dot product)

Az u és v vektorok skalaris szorzata:
u-v=uun + U, + UszU3.

Két vektor skalaris szorzatanak eredménye egy skalar.

A skalaris szorzat tulajdonsagai:
e u-v =0 u(kommutativ)
e u-(V+w)=u-v+ u-w/(disztributiv)
e u-u=|ul?
e u-0=0
(Au) - v =A(u - v)

A skalaris szorzat geometriai jelentése:

A skaldris szorzas segitségével kiszamithato az u és
v vektorok kozotti szog.

u-v = |ul|v|cosp

Az u vektor v vektorra vett pArhuzamos és meréleges komponense:
u =(u-8,)é, é u =u-u

ahol é, a v irdnyaba mutaté egységvektor.
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Vektorialis szorzat / keresztszorzat (Cross product):

Az u és v vektorok keresztszorzata:

Uy U; i j k UpU3 — U3,
UXVD=|U | X|UL]|=u Uy Uzl =|]uUz3V; —U U3
Us U3 U1 Uy U3 Uiy — Uy

Két vektor keresztszorzatinak eredménye egy vektor, amely meréleges mindkét
vektorra, irdnya pedig a jobbkéz szabdly szerinti.

A keresztszorzat tulajdonsagai:
s UXV=0

o u X v =—v X u (antikommutativ)

u X (U+w)=uxv+ux w(disztributiv)

u X (Av) = A(u X v)

u X v = 0 akkor és csak akkor, ha u és v kollinearisak, vagy ha valamelyikiik
nullvektor.

A keresztszorzat geometriai jelentése: ——

Az u X v vektor hossza megegyezik az u és v vekto- y
rok altal kifeszitett paralelogramma teriiletével. u y

|lu X v| = |u||v|sing

Vegyesszorzat:

Az u, v és w vektorok vegyes szorzata:
uvw =u-(v X w)

A vegyesszorzat eredménye egy skalar.

A vegyesszorzat tulajdonsagai:
o« uVW = wuL = vwu = —vuw = —wvu = —uwv (ciklikus csere)
« linearis mindharom valtozdjaban: (lu + pv)wz = luwz + povwz

« Ha u, v és w vektorok egy sikban helyezkednek el, akkor vegyesszorzatuk nulla.

A vegyesszorzat geometriai jelentése:

3 vektor vegyesszorzata megadja az altaluk kifeszitett paralelepipedon térfogatat, illet-
ve az altaluk kifeszitett tetraéder térfogatdnak hatszorosat.
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1.2,
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11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

Feladatok

Legyen u és v két tetsz6leges vektor. Milyen a és § paraméterek esetén lesznek kolli-
nedarisak, ha az {a; b; ¢} vektorrendszer linearisan fiiggetlen?

v=a—-ab-c

u=2a+3b u = 3a —3ab + c
a b)
v=4a+ab

Legyen az {a; b; ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Linedarisan fiiggetlen lesz-e az
{r; s; t} vektorrendszer?

r=3a+2b+c r=a+b+c
a) is=5a—3b—-2¢c b) is=b+c
t=20 t=a+c

Legyen a, b és ¢ kozos kozéppontu komplanaris vektorok. (a és b nem kollinearis)
Bizonyitsa be, hogy az a, b, ¢ vektorok végpontja akkor és csakis akkor esik egy egye-
nesre, ha ¢ = aa + b eléallitasban o + = 1.

Szamitsa ki az a(7; —1; 6) és b(2; 20; 2) vektorok altal bezart szoget!

. Milyen z esetén lesz a b(6; —2; z) vektor merdleges az a(2; —3; 1) vektorra?

Ha az a + 3b vektor mer6leges a 7a — 5b vektorra, az a — 4b vektor pedig merdleges
a 7a — 2b vektorra, mekkora a és b bezart szogének koszinusza?

Az ABCD téglalap ismert csuicsainak koordinatai: A(2;6;0), B(1;2;3), C(—2;8;z).
Mennyi z értéke? Hol van D pont?

Szémitsa ki az a X b keresztszorzatot, amennyiben a(—4;2;1) és b(—2;7; 8).

Hozza egyszer(b alakra a (3a — b) X (b + 3a) kifejezést!

Kollinearisak-e az a(—3;4; 7) és b(2; 5; 1) vektorok?

Mekkora az ABC haromszog teriilete, ha cstcsai: A(1;0;2), B(—1;4;7) és C(5;—2;1)?
Igaz-e, hogy ha a X ¢ = b X ¢, akkor a = b?

Lehet-e az a(6;2; —3) és b(—3; 6; —2) vektor egy kocka egy csucsabol indulé élvekto-
rok? Ha igen, hatdrozzuk meg a harmadik élt!

Lineéarisan fliggetlen-e az a(2; 3; —1), b(1; —1; 3) és ¢(1; 9; —11) vektor?

Az a, b és c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata V. Mekkora az r =
2a+3b+4c, s = a—b+cést = 2a+4b — c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon
térfogata?

Milyen o paraméter esetén lesz az {a, b, ¢} vektorrendszer linearisan fiiggo, illetve
linedrisan filiggetlen, ha a(3; a; 0), b(0; 3; ) és ¢(1; 0; —1)?

Hatéarozza meg a(—1; 2; 1) vektor b(1; 2; 2) vektorra vett vetiiletét!
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